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PRÓLOGO 


Esta obra, es el resultado del trabajo como docente por más de 15 años en las 
facultades de Ingeniería en varias instituciones de Educación Superior; fue elaborada 
como todos los buenos textos didácticos: en base a los apuntes y notas que el autor 
utilizaba en su labor educativa, finalmente con el trabajo diario con los estudiantes se 


fueron añadiendo más ejemplos y ejercicios. 


Con el paso de los años se fue perfeccionando y afinando el material hasta lograr el 


presente libro que el lector tiene en sus manos. 


El propósito principal del texto es servirle de ayuda a los estudiantes para que 
adquieran un buen conocimiento y dominio más completo de los temas de este campo 


imprescindible en su formación como Ingeniero. 


La extensión de los temas es la adecuada y no es excesiva para el estudiante, pues 
fue diseñada de acuerdo a los programas de estudio de las carreras de ingeniería para 


un semestre. 


Para un mejor aprovechamiento de la obra se sugiere al lector leer cuidadosamente 
las explicaciones introductorias de cada capítulo hasta que logre captar las ideas 


esenciales. 


Se incluye un grupo seleccionado de ejercicios resueltos dispuestos paso a paso de 
modo que queden establecidos los fundamentos y principios aclaratorios del Cálculo 
Integral. 


Es muy importante que resuelva todos los ejercicios propuestos, pues de ello 
dependerá que el lector comprenda y domine la asignatura. 


Juan Carlos Moya 
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INTRODUCCIÓN 





La integración es el proceso mediante el cual se determina el conjunto de todas las 
antiderivadas (funciones primitivas) de una función dada. Ej: 


ГЕ) dx = F(x) + C; Donde С es una constante arbitraria de integración, 
además 
F'(x) = f (x) derivada de la función F(x) y d[F(x)] = f (x) dx Expresión 


diferencial de F(x) 


La integración es un proceso inverso a la derivación por lo cual es importante que el 
estudiante domine todo el proceso de derivación de funciones, para posteriormente 
hallar su expresión diferencial y a continuación mediante una integral obtenga su 


antiderivada. 


Función primitiva 


= ы La derivada 


Чу. TRA) 
— = lim --------- 
dx  Ах-0 Ax 





Integración 





[dy = Горах 





Expresión diferencial 
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EXPRESIÓN DIFERENCIAL. 


La diferencial de una variable independiente, por definición, es el incremento que 
experimenta la misma; sin embargo, la diferencial de una variable dependiente o 


función no es igual a su incremento, tal como se demuestra a continuación: 


El triángulo PRS es rectángulo: 


dy = tan 0 dx 


тт = tan Ө 





О(х+Ах;у+Ду) 
тт = f 1 (х) 


dy = f(x)dx 


"La expresión diferencial de una 
función es igual al producto de la 
derivada de la función por el 
diferencial de | su variable 
independiente." 


1. Ejercicios Resueltos. 


Obtener la expresión diferencial de las siguientes funciones: 


1. у=3х2+4х-5 ә y'=6x+4 > dy=(6x + 4)dx 


x m 1 m 1 m 
| “ЭН X | m x? d -(2-2)4 
2. у Сайны y m ue > y x 





3. sombra ES 3 -3e" > as=[ 3 -зє" Jas 
dt 3-2 t 


4. r=sen(20+7)—> p = 2cos20 + л) > dr =2cos(20 + л)а@ 


dx 








tanx ду xsec!x-tanx xsec? x — tan x 
Ey ES йу 


x dx x2 x? 
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6. 2x! - Ax! y - y! Z0 бх? - Ax? y-8xy + 2yy'=0 


бх? -8xy- (ax? — 2y)y 


2 __ 2 _ 
mid 8xy d 2 &y y 
4х7-2у 4х7 – 2у 


7. e =cos(x+ у) > e” у'= —(1+ у')зеп(х + y) 


(e + ѕеп(х + у))у'= —sen(x + y) 
йг зеп(х+ у) TEE ша y) 
e? +sen(x+ y) e?  sen(x y) 





dx 


8. y-x 2Inysxhx s os yb Lay 
y x 


у'=(1+1һ x)y > у'= (I+ In x)x* > dy = (1+ In x)? dx 


2. Ejercicios Propuestos. 


Obtener la expresión diferencial de las siguientes funciones: 








1. y 2х3 — 5x? +3 Solución: dy = (6x? — 10x)dx a 
= Jy E —y-1/2 ión: MER 44-2 m 

2. у = үх Vx? – х Solución: dy = (= st ==) ах 

3. y= x" ln x? Solución: dy = x*(51nx? + 2)dx 

4. y = ctg(2r — Зх) Solución: ау = 3 csc? (2r — Зх) dx 

5. y = е2 sen 3x Solución: dy = e?*(3cos3x — 2 sen 3x)dx 
u ыг 450, _ 25еп(4х-п) 

6. у = Jcos(4x —п) Solución: ау = е) 
M x яе _ Sen ах-ахсо$ ах 

ls ye — Solución: dy — ries E 
_ tan ix iz _ x-(14x?)tan ^! x 

8. y == Solución: dy = — (те?) dx 
4 — хЗуЗ — x? 2 = ión: dy = CU 3xy*-2x 

9. x* —x”y”—x“ 29" = 0 Solución: dy = За dx 

10.y = x°°nx Solución: ау = хх (= + cosx ln x) dx 
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FÓRMULAS BÁSICAS DE LA INTEGRACIÓN 


Al ser la integración el proceso inverso de la derivación, existen ciertas expresiones 
que su resolución es inmediata a partir de la aplicación de las fórmulas de derivación; 
a continuación, se detallan las fórmulas básicas de integración o también 


denominadas integrales directas. 
1. fdu=u+C 


2. fadu=afdu = au +С; donde "a" es una constante 


3. Қа) + gQ)] аи = f Кац + f g(u)du 


4. fu” du= цан 


n+1 





+C ; nÆ —1 

5. J du = Inju| + C 

6. fa" du= = +С; dondea>0ax1 

7. fe" ди = е" +С 

8. fsenudu= —cosu+C 

9. fcosudu = ѕепи+ С 

10. f sectudu = tanu + C 

11. f csc2u du = — ctg u + C 

12. f sec utan u du = secu + C 

13. f cscu сви du = — csc u + C 

14. f tanu du = In|secu| + C = -In|cosu| + С 
15. f ctgu du = — In|cscu| + C = In|senu| + C 
16. f secu du = In [secu + tanu| + С 


17. f cscu du = In |cscu — ctg u| + C 
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18. f = = sen? (E) + С; donde a>0 




















1 
19. [A = qn” («c ; donde a + 0 
1 
20. | == —— = = ест" (1) +С ¿donde a>0 
2 | se ик 
u2- E: 2a аға 

TA 9. ыры | БЕН ee 

"Y ay? — 2a a-u 
23.] == = Inu + Vu? + a2| + C 
24.| 5 = ши + vu? — a2| + C 


25. f Va? — ц? du = “ ¿va 2—02 + sen“! (Ë )+с 
26. | Vu? + a? du = 2 Ju2 + а? + ши + Vu? ға + С 


2 
27. | Vu? — a? du = > Уи? - а? + ти + Vu? — a?| + С 
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CAPITULO 1: INTEGRACIÓN POR 
SUSTITUCION ALGEBRAICA. 





1.1 INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN ALGEBRAICA. 


Los ejercicios de integración comünmente se pueden resolver por el método de 


sustitución algebraica o del cambio de variables. 


Para aplicar este método de integración debemos lograr que la integral propuesta se 
convierta en una integral directa, la misma que se resuelva aplicando las fórmulas 


fundamentales expuestas anteriormente. 


1.1.1 Ejercicios Resueltos. 
Resolver mediante una sustitución algebraica las siguientes integrales: 


1. f(x? + 3x? + 2x + 3) dx 4 f x? dx + 3 f x? dx + 2 f xdx + 3 f dx 
=х* +x’ +x? + 3x + С 


2. f (Vx + 1x + 2) ак f xidx + Е [хах + [x 2d 
: (Vx + Lx + Z) x= f xz ах + zf[xdx + fx 2dx 


3 Š 14-9 1 
= X? Tox + 2х2 + С 


2 
-ixVx E +2 x+ С 


3. f(a+x) dx = a? f dx + 2a f xdx + f x?dx 


2 24 5 
= ах + ах Tuc 


4. [(а+ x)? dx Э и =a+x> du = dx 


_ (а+х)б 


+С 
6 


Э ји? du = LE 
6 
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5. fsec?3xdx > и = 3x > du = зах > 2 = dx 


_ tan(u) tan3x 











- f sectu du = +С = +С 
3 3 3 
6. Í J3x—-1dx > и 23x- 12 du = Зах Э 2 = dx 
1p 1 ide 2(3 De 
= u x— 
—> J uzdu шорон oce 
т. f y? J1- y*dy > u =1+y*> du = 4y3dy > = узду 
3 3 
db = сара 
4 4 3 6 
8. Го и =t? +3 > du = 214 > % tdt 


2 
I 2 
—>fusdu = 228 +C 
2 2 2 





9. fsenxcosx dx O и = senx du = cosx dx 


2 2 
2fudu = 4C = ZC 


10. f tan?x ѕес2х іх и = їапх du = sec?x dx 


6 6 
2fwidu = > +c = с 





11. f жі dx > u =x2 +4x—3— du = (2x + 4) dx 


x2+4x—3 





> f du = In|ju| + С = In|x? + 4x - 3| + C 
u 





13:52 >u =е*+1— du = e*dx 


ех+1 


2fidu-iIn|lu- C= ше + 11+ C 
u 


13. f >u =Inx> du == 


dx 
ху 4-ш2х 
ES] 





X 
du —1{Ч -1(їшх 
== sen =) +C = sen (2) + С 
4—u 2 2 
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14. [TCE уц = шх- du =% 
хіпх х 
LS t =u dt = 
u u 
2 2 2 
Эта o qoc шшш 
2 2 2 
2x+7 2x dx 
15.43% = Fa +7 a 


= Ш? + 1| + 7 tan !x + C 


1.1.2 Ejercicios Propuestos. 
Comprobar las siguientes integrales 


5 
1. f(3-2x-x*)dx = Зо ЕС 


3 5 
2. f x*(4 — x?) dx Eee Ime e y 


3 5 7, 


3. [(2х— 1)(x2 – x)? dx = So t 


A 





Miu: dx = С : 


(х2-6х)3 E: 4(х2-6х)2 


2 
3 


5. fx V1i-xidx = шавхай 


2 
3(sen x -cos x)3 





6. PEO q - ; +С 
(sen x — cos x)3 
[m EM MEL 
Е (х+2)* — 3(х+2)3 
x+3 2 
8. f ———dx = тух?+6х+1+С 
х^+6х+1 
ехах 1 
9: а zi ех+1 
tan 2х 
10. f е" 2х sec? 2х dx = —— + С 
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asecbx 


11. f a tanbxsecbx dx = +С 





ex 


е-Х—1 





12. f dx  C-Inle"* — 1| 


13. f ех cose* dx = sene* + C 


COS 2X 


14. f (sen x + cosx)” dx ЕЕС 





sen*2 
15. f sen? 2xcos2x dx = — “+С 
cos?x 
16. f cos* xsenxdx = C(- —— 
ctg^3x 


3 2 5 
17. | ctg?3x csc?3x dx = C- — 


18./ 5% dx = InV3+sen2x+C 


3+sen 2x 
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CAPITULO 2: INTEGRACIÓN POR 
PARTES. 





La integración por partes es un método que se emplea frecuentemente para integrar 
expresiones que pueden ser interpretadas como el producto de dos factores: u y dv; 
de tal manera que se busca la función va partir de su expresión diferencial dv y poder 


resolver la integral | vau y se constituye en la solución del problema, siendo más 


sencillo que el cálculo directo de la integral | udv 


2.1 Obtención de la fórmula. 


Si uy v son dos funciones derivables en X, podemos obtener la expresión diferencial 


del producto uv: 


Sea u= f(x) Y v= g(x)  d(uv) = udv-- vdu 


Al integrar los dos miembros de la igualdad se obtiene: 
| d(uv) = | udv+| vdu uv -| udv+ | уди 


Despejando de esta ültima igualdad obtenemos la siguiente fórmula: 


СО) 
Para aplicar este método de integración se debe tomar en cuenta las siguientes 


recomendaciones: 


a) La parte que se iguala "dv" debe ser de fácil e inmediata integración. 


b) La integral | vdu no debe ser más complicada que la integral | udv 
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2.2 Aplicación del método. 


El método de integración por partes se deberá aplicar cuando la integral a resolver 
contenga las siguientes expresiones: 
a) Producto de una función algebraica por una función trascendente: 


Їхсовх dx Їх2еХ dx 


b) Producto de dos funciones trascendentes: 


Јах tan x dx fe ѕепх dx 


c) Funciones logarítmicas o trigonométricas inversas: 


fInx dx f tan"! x dx 


d) Funciones con potencias impares de las funciones sec y csc: 


f sec? x dx f csc? x dx 


2.2.4 Ejercicios Resueltos. 


Resolver mediante la integración por partes las siguientes integrales: 


1. f xcosx dx > u =x dv = cosx dx 


du = dx v 


senx 


[ хсозх dx = xsenx — f sen x dx 


Xsenx + cosx + C 


2. [x'e*dx — и =x? dv = e*dx 


du —2xdx v = ех 
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[х?ехах = x’ —2 [ хехах > и =х dv = e*dx 
du = dx v = е" 


Јх?ех ах = x?e* — 2xe* + 2 f e* dx 


= x?e* — 2xe* + 2e* + С = e*(x?[ -2x -2) +С 


3. f x?sen хах > u =x? dv = sen x dx 
du = Зх? dx v = —cosx 
[xisenxdx = —х3 cosx + 3 [ х? cosx dx Э и = х? dv = cos x dx 


du —2xdx v — senx 
fxésenxdx --х?сов x + 3x°sen x — 6 f x sen x dx и = х dv = senxdx 
du =dx р = 
— cos x 
fx3senxdx = —х° cos х + 3x?sen x + 6xcos x — 6 f cos х dx 


= —х3 cos x + 3x?^sen x + 6xcos x — 6senx + C 


» Alanalizar detenidamente la respuesta se puede llegar a la expresión que 
generaliza la fórmula generalizada de la integración por partes: 


к = ы О ШМ = 





> Cuando la integral | udv está formada por el producto de una función 


algebraica de grado "n" se requiere de n repeticiones del método de 
integración por partes; para simplificar este proceso se propone el "MÉTODO 
DE INTEGRACIÓN POR TABLAS”, el mismo que se detalla a continuación: 
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* fx?e* dx i 
и | dv | Signo 
2 x 
X e e 
2X\ e* + 
2N e" = 
ON e* + 

















Јх2ех dx = x?e* —2xe* + 2e* + C =e*(x? -2x+2) + C 











u dv Signo 
* fx?senxdx 9 
x Sen x = 
3x2 -Cosx |+ 





6 -Sen x 





Cos x 





Sen x 














m 





* fx?sen хах = —x?cosx + 3x?sen x + 6xcos x — 6sen x + C 


» Existen integrales en las que después de la aplicación del método de la 
integración por partes en sus términos aparece nuevamente la integral 
original con el signo cambiado; esto permite considerársele como la 
incógnita de una ecuación y por lo tanto deberá despejarse a dicha 


incógnita para obtener su valor final. 


4. fe*cosx dx > и —cosx dv = e *dx 
du =-—senxdx v=-e* 
fe *cosx dx = —e™* cosx —fe*senxdx Ou =senx dv = e “ах 
du = cosx dx v =-е* 
| е *cosx dx = -е х cos x + e *senx— J e *cos x dx 
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2 fe *cosx dx = —e™* cos x + e *senx + C 
—e X 
| e~ cosx dx = 2 (sen х — cosx) + C 
5. fe?*cosbx dx > и =cosbx dv — e?*dx 
du = —bsenbxdx v = _ех 
b 
f едХсов bx dx = = еах cos bx + — f e?* sen bx dx Э и = sen bx dv — e?*dx 


du =bcosbx dx v = е" 
1 b 1 b 
| coss dx = —e?* cos bx + — (е? sen bx - z f өн cos bx dx ) 
a a a a 
1 b b? 
fe cos bx dx = —e?* cos bx+— едХ sen bx - zl едХ cos bx dx 
a a a 


b? 1 b 
Е | et costs dx = —e?* cos bx + — ед sen bx + C 
a a a 


a cos bx + b sen bx 
J e?* cos bx dx = e?* (A C 

















a? + b? 
6. fx” Inx dx > и =Шх dv = x" dx 
dx xn+1 
du == v = 
X n+1 
xn+1 1 
f[x*Inx dx = Inx — — f x? dx 
n+1 n+1 
xn+1 1 xn+1 xn+1 1 
f[x*Inx dx = lnx — — +C = ( x=) +С 
n+1 n+1 n+l n+1 n+1 


7: [ха*ах © u=x dv = a ах 


a 
du =dx у--- 
Ina 
хах 1 
[ хах ах = = —— ах ах 
Ina Ina 
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xa 1 a* ах 1 
ее ове 
Ina Ina Ina Ina Ina 
8. fxsec?xdx > u =x dv = sec? x dx 


du =dx v =tanx 








Їхвес! хах = xtanx - ftanx dx 
Їхвес! хах = xtanx- In|secx| +C = x tanx + In|cos x| + C 
-1 ызын] - 
9. ftan 1x dx > u = tan lx dv = dx 
d 
du == р = х 
1+x 
x -1 x dx 
Јхахах = xtan!x -f[ —— 
1+x 


хаах = x tanTix- ;1п|1+х?|+С= x tan 1x — Inv1+x? +С 


10. | sex dx = fsecx sec?x dx Эи = secx dv — sec? x dx 
du =secxtanx dx v =tanx 
| зесЗх іх = secx tanx — f secx tan? x dx = secxtanx — f secx (sec?x — 


1) dx 
| sex ax = secxtanx-— | sec хах + | secx dx 


2[sec?xdx = ѕесхїапх + f sec x dx 


2 fsecxdx = secxtanx + In|secx +tanx| + C 


1 1 
| sectas = 7 Secxtanx + 5 In|secx + tan х + C 
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Бес” хах- seran E secx + tan x + C 





* Se recomienda al 
lector memorizarla expresión, puesto que con frecuencia aparece en la resolución de 


problemas de aplicación del cálculo integral. 
2.2.2 Ejercicios Propuestos. 
Comprobar las siguientes integrales 
1. ах dx = xinx - x 4 C 
2. fx VIF dx = Éa exti - 20 + х2) + С 
4 


3. fxe dx = ех E 


——х? + 1) +С 
2 
4. fsen(Inx) dx = 5 (sen (шх) — cos(In x)) + C 


1 3 
5. fsenxsen3xdx = ¿Sen Зх COS x — ¿Sen x cos Зх + С 


a sen bx — b cos рх 
6. Т e**senbx dx = е“* OE) +C 
a? *b? 





7. f хах _ (2bx-4a)va+bx 


Va+bx | 3b2 +C 


8. fIn|x? +2] dx = xIn|x? + 2] — 2x + 2/2tan^! (5) +С 
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CAPITULO 3: INTEGRACIÓN 
TRIGONOMETRICA. 


Previo a la resolución de integrales que contengan funciones trigonométricas se 


detallan a continuación ciertas identidades trigonométricas fundamentales que son 


ütiles para la simplificación y la resolución de este tipo de ejercicios. 


3.1 


8. 


9. 


. sen? x+ cos? x = 1 2. tan2x+1 =sec2x 
1 
ctg? x + 1 = csc? x 4. senxcosx = sen 2х 
1- cos 2х 1+ cos 2x 
sen? x = = 765 6. cos? x= — 


1 + ѕепх = 1 + cos (2 - x) 
2 
senxcosy = 5 [sen(x — y) + sen(x + y)] 


senxseny = > [cos(x — y) — cos(x + y)] 


10.cosxcosy = 5 [cos (x — y) + cos(x + y)] 


Integrales que contienen potencias pares de las funciones seno y coseno. 


Para resolver este tipo de integrales se debe sustituir con las identidades 


trigonométricas del ѕеп2 х y cos?x рог su valor equivalente del ángulo doble. 
(Identidades № 5 y № 6) 


3.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


1. fcos?xdx = > Í G + cos 2x) dx =>] ах + Í cos 2x dx 


sd lsen2x +С 
2 4 
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2. | sen*2xdx = f(sen?2x)? dx = = Га - cos 4х)? dx 


=$ dx — f cos 4x dx + f cos?4x dx 


= — ¿sen 4х + = [(1 + cos 8x) ах 


Х isen 4х + | dx + Š сов8х dx 
4. 8 8 8 
х 1 х 1 
== — -sen 4х + - + —sen 8x + С 
4. 8 8 64 


3x 1 1 
= — — -sen 4х + — еп 8х + С 
8 8 64 


3. fcos*3xdx = f(cos?3x)? dx -ifa + cos 6x)? dx 
= Lf dx + f cos 6x dx +2 f cos?6x dx 
4 2 4 
x 1 1 
= = + — $еп 6x + = ] (1 + cos 12x) dx 
4. 12 8 
== + еп 6х if dx + Í cos 12x dx 
4 12 8 8 
= + 1 sen 6x + Z +2sen12x+ С 
4 12 8 96 


шал + 1 sen 6x 4 sen 12x - C 
8 12 96 


3.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


1. fsen?x dx = = Esen 2х + С 
2. fcos?3xdx = Z+ Lsen6x + С 
2 12 


3. f cos* С) dx = 25 + 25епх +2sen2x+ C 
2 8 2 16 
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3.2 Integrales que contienen potencias impares de las funciones seno y 


coseno. 


En este tipo de integrales se debe sustituir con la identidad trigonométrica fundamental 
de Pitágoras (Identidad N? 1), de esta manera el problema se resuelve como una 
integral de potencia en las funciones seno y coseno; donde se recuerda aplicar las 


siguientes expresiones: 


sen" (ах)- С 


ГЕ. „а 
а(п us 1) 


| sen" (ax)cos(ax)dx — 


n TME 1 (n+1) 
[cos (ax)sen(ax)dx ES 12771 Є " 1) cos (ax) + 





3.2.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


1. fsenéxdx = [ зеп?х зепх dx = |(1- cos?x) sen x dx 
= f sen x dx — f cos? x sen x dx 
= — cos x + = соѕ3х + С 
2. | cos? 2x dx = f cos*2xcos2x dx = |(1- sen?2x)? cos 2x dx 
-fcos2x dx —2[sen?2xcos2x ах + | sen*2x cos 2x dx 


1 1 1 
= sen 2x— ;sen? 2x + тазеп?2х +C 


1+ cos 2х 


з. | cos?^x dx = f(cos*x)*dx ;cos?x = — 





= fa + cos 2x)? dx 
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= f dx + f cos2x dx + 2 f cos? 2x dx + = f cos? 2x dx 


zx + —sen 2x + 210 + cos4x) dx + -Га - sen?2x) cos 2xdx 
1 3 3 3 1 
==x + 5еп 2х + — f dx + — f cos 4x dx +=] cos 2x dx — 
8 16 16 16 8 
1 2 
= J sen?2x cos 2х dx 
-lx + sen 2x + x+ sen 4x + 2 sen 2х  Lsen?2x + С 
8 16 16 64 16 48 


5 1 3 1 
= x + -sen 2x+=sen 4х — —sen?2x + C 
16 4 64 48 


3.2.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


- 


. f sen? (5) dx = —2cos (5) + = соѕ? (E) +С 


1 
2. [cos?xdx = senx —zsen?x +С 


2 1 
3. f[cos?xdx = ѕеп х – sen x+ ¿sen? х +С 
1 1 1 
4. Јѕеп? 2х dx = — 5605 2х + =с05 32х — — cos° 2x + C 
3 1 
5. ] зеп’х4х --совх + соѕ?х —zcos?x + -cos"x + C 


3.3 Integrales que contienen productos de las funciones seno у coseno. 


> Si la integral contiene el producto de las funciones seno y coseno del mismo 
ángulo y elevados a la misma potencia se debe realizar la sustitución 
trigonométrica del seno del ángulo doble (Identidad N? 4). 

» Si la integral contiene el producto de las funciones seno y coseno del mismo 
ángulo y elevados a diferente potencia se debe realizar la sustitución 
trigonométrica más convenientemente empleando la Identidad de Pitágoras 
(Identidad N? 1) para resolver la integral como una integral de potencia en las 
funciones seno y coseno. 
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> Si la integral contiene el producto de las funciones seno y coseno de diferente 
ángulo se recomienda emplear las identidades trigonométricas que permiten 


cambiar los productos de senos y cosenos en sumatorias (Identidades № 8, №9 
y N? 10). 
3.3.1 Ejercicios Resueltos. 
Resolver las siguientes integrales: 
1. f sen?xcos?x dx = = f sen?2x dx = :fa — cos?2x) sen 2x dx 
== f sen 2x dx -2) cos? 2x sen 2x ах 


1 1 
= ——cos 2x + — cos?2x + C 
16 48 


2. | sen?xcos?xdx = |веп?х сов? х senxdx = |(1- cos?x)cos?x sen x dx 


=f cos?x sen x dx — | cost x sen x dx 


1 1 
- cds" ao : cos?x + С 


3. fsen?xcos?xdx = [sen?xcos*x cosxdx = f sen?x (1 — sen?x)?cosx dx 
=f sen?x cos x dx — 2 | sen*x cos x dx + f sent x cos x dx 


2 1 
sen? x — : sen?x + ;senx +С 


wle 


4. | веп 2 хсов 4х dx ; aplicando la fórmula № 8 
=> f [senQx — 4x) + sen(2x + 4x)] dx 
= > [ sen (-2х) dx + > Í sen 6x dx ; sen(—x) — —senx 


= —i[fsen2x ах + = Í sen бх dx 
2 2 
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1 1 
-cos 2Х- — cos 6x + С 
4 12 


5. fsen5xsenx dx ; aplicando la fórmula № 9 
=> f [cos(5x — x) — cos(5x + x)] dx 
= 5 Í cos 4х dx — > f cos бх dx 


1 T 
= -sen 4x — —senóx + С 
8 12 


6. f cos3xcos2x dx ; aplicando la fórmula N? 10 
=> f [cos(3x — 2x) + cos(3x + 2x)] dx 
= Í cos x dx + > f cos 5х dx 


1 1 
= -sen x + —sen 5x +С 
2 10 


3.3.2 Ejercicios Propuestos. 
Comprobar las siguientes integrales 
1. f senxcosxdx = — = COS 2x + С 
2. | sen?xcos?x dx = ES sen 4x + С 
3. | sen*3x cos? 3x dx = = — sen 12x — —sen 36x + C 
4. [ ѕепЗх ѕепх dx = -sen 2x — = еп 4x + C 


5. fsen3xcos5x dx = Їсов 2x — — cos 8х + C 
4 16 


6. fcos4x cos 2х ах = = еп 2х + sen 6x +С 
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3.4 Integrales que contienen potencias pares e impares de las funciones 


tangentes y cotangente. 


Para la resolución de este tipo de integrales se debe realizar las identidades 
trigonométricas con las identidades de Pitágoras (Identidades N? 2 y N? 3), de esta 
manera el problema se resuelve como una integral de potencia en las funciones 


tangente y cotangente; donde se recuerda aplicar las siguientes expresiones: 


1 


| (ап (ах)вес (ax)dx = ЖЕТІ) 


(n+1) 
ЕТ ) tan (ax)+ C 


| ctg” (ax)esc (axjdx=- "E e (ax)4- С 
а(п т 1) 





3.4.1 Ejercicios Resueltos. 
Resolver las siguientes integrales: 
1. ftan?xdx = ftanxtan2x dx = ftanx(sec?x — 1) dx 
= f tanx sec? x ах — f tan x dx 


- tan? x + In|cos x| + C 


2. | ctg x dx = f ctg?xctg?x dx = f ctg?x (csc?x — 1)dx 
= f ctg?x csc? x dx — f (csc?x — 1)dx 
=f ctg?x csc? x dx — f csc2x dx + f dx 
=—ctgš x + ctg x + x + C 
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3. ftan?2xdx = ftan?2x tan?2x dx -ftan?2x(sec?2x — 1) dx 
=f tan? 2x sec?2x dx- f tan? 2x dx 
=f tan? 2x sec?2x dx- f tan 2x (sec?2x — 1) dx 
= tan? 2x sec?2x ах – f tan2xsec?2x dx + f tan2x dx 


== tan? 2x — -tan?2x t In|sec 2x| +С 


4. f сіре 3x х = f ctg*3xctg?3x dx = f ctg*3x (csc?3x — 1)dx 


$ ctg*3x csc? Зх dx — f ctg*3x dx 


$ ctg*3x csc? Зх dx — f ctg?3x (csc?3x — 1)dx 


J ctg*3x csc? Зх dx — | ctg?3x csc?3x dx + f ctg?3x dx 


$ ctg*3x csc? Зх dx — f ctg?3x csc?3x dx + f csc?3x dx — f dx 


- -ictg? 3x + = сід? 3x — 29 Зх-х-С 


3.4.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


- 


. / айх dx = їапх-х +С 


N 


. $fctg?3x dx = — zctg Зх -x + C 
3. ftan?2x dx = -tan?2x - + In|sec 2x| +С 


4. ftan'xdx = ztan?x — tanx 4 x +С 


en 


f ctg? 2x dx = — ctg* 2x + = сід22х + > In|sen 2x| + C 
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3.5 Integrales que contienen potencias pares de las funciones secante 


cosecante. 


Al igual que el caso anterior, en la resolución de este tipo de integrales se debe 
emplear las identidades fundamentales con las identidades de Pitágoras (Identidades 
N? 2 y N? 3), de esta manera el problema se resuelve como una integral de potencia 


en las funciones tangente y cotangente. 
3.5.1 Ejercicios Resueltos. 
Resolver las siguientes integrales: 
1. fsectxdx = /ѕес2х sec?x dx = f(tan?x- 1) sec?x dx 
= f tan?x sec? x dx + | sec? x dx 


= сап? х +tanx +С 


2. | cscó 3x dx = f csc*3xcsc?3x ах = f (ctg?3x + 1)?csc?3x dx 
= f ctg*3x csc? 3x + 2 f ctg?3xcsc? 3xdx + f csc?3x dx 


no Ra ota qu 
=— “tg 3x ¿etg 3x zctg 3x +С 


3.5.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 
X 2 х х 
1. f'sec* (5) dx = ctan? (E) + 2 tan (E) +С 


2. fcscó2x dx = — = сід 2х - ictg?2x — ictg2x +С 
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3.6 Integrales que contienen productos de las funciones tangentes por 


secantes o cotangentes por cosecantes. 


> Еп Іа resolución de este tipo de integrales se deberá verificar si es conveniente 
emplear las identidades trigonométricas fundamentales de Pitágoras (Identidades 
N? 2 y N? 3), de esta manera el problema se resuelve como una integral de 
potencia en las funciones tangente y cotangente. 

> Еп este tipo de ejercicios puede resultar favorable el sustituir a las tangentes у 
cotangentes hasta lograr convertir al problema en una integral de potencia en las 
funciones secante y cosecante, donde se recuerda aplicar las siguientes 


expresiones: 


sec" (ax)+ C 


| sec" (ax) S ec(ax) tan (ax)dx = 7$ 


+1) 


| ese" (ax)esc(ax)etg (ax)ax = — = ; ) csc (ах) +С 


(п +1 





3.6.1 Ejercicios Resueltos. 
Resolver las siguientes integrales: 


1. ftan?3xsec3x dx = ftan?3xsec3xtan3x dx = f(sec?3x — 1) sec 3xtan Зх dx 
=f sec?3x sec 3xtan Зх dx — f sec 3x tan Зх dx 


- 5 ес33х - sec 3x +C 
2. | ctg?x csc? x dx =f ctg? xcsc? xcscxctgx dx =f (csc?x — 1) csc?x cscx ctgx dx 
= f csc*x cscx ctgx dx — f csc?x cscx ctgx dx 
-—icschx + Fesc? х+С 
3. | tan*2x sec* 2x dx = | tan* 2х (tan?2x + 1) sec? 2x dx 
= f tan$2x sec? 2х dx + f tan*2x sec? 2x dx 
- —tan”2x + —tan52x +C 
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4. f ctg?x csc* x dx = f ctg?x (ctg?x + 1)csc?x dx 
= f ctg? x csc?x dx + f ctg? x csc?x dx 
= -letgéx Іса? 
= —2ctg'x — 2С19 х+С 


5. | гапху8есх dx = | —secxtanx dx 


1 
=f вес zxsecxtanx dx 


1 
= 5025 с = 245есх + С 


2 


3.6.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


3 5 9 
= 2 = 2 2 
. f tanzx sec* x dx = ,tanzx + Stanz x +С 


1. f tan?x sec* x dx = ztan?x + tan x + С 

2. | сай? х sec? x dx = =5ес5 х + 25ес х + С 

3. | ctg? 2xcsc* 2х dx = — = саб 2x — 5 ctg* 2x +C 
4. fctg*^xcsc*xdx = — 50697 x -2ctg? x + С 

5 

6. 


ctg? x 
ГЕ dx = – сѕсх — sen x + C 
CSCX 
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CAPITULO 4: INTEGRACIÓN POR 
SUSTITUCIÓN 
TRIGONOMÉTRICA. 





4.1 INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA. 


El proceso de integración por sustitución trigonométrica se emplea cuando en una 
integral algebraica existan expresiones biónicas de la forma a? — x?; a? + 


x? y x? — a?sean estas racionales o irracionales. 
a? — x? sustituir: x? — a?sen? 0 dx = a cos 040 
Cuando el integral contenga4 a? + x? sustituir: x? = a?tan? 0 + ах = asec?0d0 


x? — a? sustituir: x? = a?sec? Ө > ах = a sec Ө tan 040 


En cada uno de los casos, este método de integración conduce a una nueva integral 
en términos de la variable auxiliar "0". Para obtenerla solución que corresponde a la 
variable original "x", se establece la relación entre x y 0 mediante las relaciones 


trigonométricas de un triángulo rectángulo. 
4.1.1 Ejercicios Resueltos 


Resolver las siguientes integrales: 


dx 





1. f +: x2=4sent0>x=2sen0 >  dx-2cos0d0 
(4-х2)2 
_ 2cos0 40 _ 2 cos 0 de Е e 
2 X (A—Asen20)2 A (1-sen20)2 4 cos?8 
22 2 =. шу ql) 
= 1] зес? 0 d0=¿tan0+C = mt 


44—-x? 
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2. ¡ax : х? = 25 sen? Өх =55еп0 >>  dx-5cos0d0 


= n 25 sen?0 E cos 0 dB = 52% 9 d 
5sen 0 


_ ( 1-sen? Ө) 
= 5/свсӨ 46 — 5 /веп0 d0 = 5In|csc8 — ctg0| + 
5cos0 +С 


5— V25 — x? + 
x 


425 — x? 


= 5!п 





25-х2--С 





3. ==: х? = 9 sen? 9х = 35еп0 > ах = З cos 0d0 


-1 3 со50 40 = j cos Ө 40 2 
3 7-4 9sen20 V9 —9sen20 97 ѕеп2 0 Ү1-веп20 | 
Х EE 
= = f csc? 0 а0= —Żctg 0 + C = – 22 +C 
- 9 9 9х 
49-х2 
4. | vx? + 4 dx : x? = 4tan? 0>x = 2tan0 > dx= 266780 
= f V4tan?0 + 4 - 2 sec? 0d0- 4 f sec?0 40 
x? + " 3 1 1 
f sec? Ө 40 = =ѕесӨ tan 0 + 5 In|sec8 + тап Ө| + C 
5 * 4fsec? Ө dð = 2 ѕесӨїапӨ + 2ln|secð + tan0| + C 


f vx? + 4 dx = 421 хэхэх 








£C = 2 2m|x + Vx? + 4| C 











5. /—: 4х? = 9tan? 0 Ox = 3/2 tan0 > ах = 3/2 sec? 0d0 
E f 3/2 sec? 0 40 Е ў ѕес29 de _ 1 ѕесӨ аө 
J/9 + 4х2 Зу 774 g/2tan0V9 - 9tan0 3^" tanOsecO З tan Ө 
1 1 
Н = = f csc Ө d0= = In|csc0 — ctg0| +С 
3 ЕНЕ pra eL. 
73 X | 2x| ^ 37 2х 
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6. f vx? —^dx : x? = 4sec? 6-Эх =25ес0 - ах = 2 ѕес 0tan Ө 10 
" = f V4sec?0 — 4 -2sec0tan0d0= 4 ftan?0 вес0 40 
2 = 4 | (ѕ5ес20 - 1) 5ес0 40 = 4f sec? 8d0 — 4 f sec0 do 
[7 * 4fsec? Ө 40- 2sec8tan8+ 2In|sec0 + tan0| + C 
x?—4 


2 sec 0 tan 0 + 2 ln|sec8 + tan 0| — 4In|sec0 + tan0| + C 


2 sec Ө tan Ө — 21n|sec д + tan0| + C 























ГУ пах 5620 С = 22 + 2m|x + 132 4] + С 
2 
7. IE x? = 16sec? Ө х =45ес0 > ах = 4 ѕес Өїап Ө 10 

_ ү1686с20 4secOtan0dO _ 3 

X әй | У 16 зес? 0 — 16 = 16 f вес? 040 
* 16f sec? Ө dð = 8sec0tan0 + 8In|sec0 + tan0| + C 

|| 2 J/x2—16 
2858 ey ance 1 45 516 1-0 
ge Ух2-16 2 


8. | ах. (2x = 4 sen?g—e* —2sen0 | —e*dx = 2 cos 000 


a" 
-1 2 со50 40 Ш 2] cos Ө аө z 
2 P 7-4 J4-4sen?0 | 2vV1-sen?0 | 
e x 
= [40 = 9+С= sen! (Z) +С 
2 
[| 


44 — e2x 


9 f sec xtan x dx 
9+4 sec? x 


4sec?x = 9tan? Ө - 2 secx = ЗіапӨ Э secxtanx dx = 3/2 sec? 0d0 


j sec?0d0 _ ET sec?0 d8 
49 + 4sec? 9+9tan20 27” o(1+tan?0) 
2 Sec X 
m 1 = 1 - 1 -1 2secx 
Е = 2/40 = 20-0-21аг (=) + с 
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10. f 5: w? = 75ес? 90 Эу = A7 весб > dw = У7 sec біап0 10 
Ш 47 ѕесӨ tan Ө de 
ий B re 7ѕес2 0/7 зес20-7 ` = J 
7 
4 = 2/соѕ0409 = Ísen04C- EE nb 
7 7 
и2-7 
4.1.2 Ejercicios Propuestos 
Comprobar las siguientes integrales 
dx 1 x+2 

1. = = 21 ua +С 

ах 2 1 -1 x 1 
2. reo ui ud |} * 18 Grat) Gurt 
3. ¡a Apra ар 

E NE MS me 

4. "ECL sen (=) +C 

dx 1 x 
ene ды 
6. f- — = 2вес (x?) +Ç 

3 
7. J = = (In2x — 4)VIn? x — 4 + 4VIn?x — 4+ C 
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CAPITULO Б: INTEGRACIÓN 
MEDIANTE LA COMPLETACIÓN 
DE  TRINOMIOS CUADRADOS 
PERFECTOS. 


5.1 INTEGRACIÓN MEDIANTE LA COMPLETACIÓN DE TRINOMIOS 
CUADRADOS PERFECTOS. 





mx+n 


——— dxdebemosreducir al trinomio de 
ax*+bx+c 


Para resolver integrales de la forma f 


segundo grado en la variable “х”: ax? + bx + ca untrinomio cuadrado perfecto de la 


forma а(х + К)? +1; donde Ку! son constantes. 
Luego realizando una sustitución trigonométrica apropiada se debe resolver la integral 
mediante el método estudiado en el capítulo anterior. 

5.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 








1. [uA 25 = @2+2x+1)+4 = (+ 1)2 +4 
==: (x+ 1)? = 4tan*0>x+1=2tan9 > ах = 2 sec? 040 
(x+ 1)2+ 4 
|x? + 2х + E 2sec?0d0 _ 2 sec?0dO0 _ 1 
X421 ` iaa т "esce E z | de 
ш LU _ 1, 4 fx*1 3x-2 2222 
2 =-9+C= stan (E) + cf >> ак: x? — 4x + 


5 = (x? —4x +4) +1 = (x —2)2 + 1 
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Sjo (1-2) = tan?0x-—2- tan0 > dx= sec? 0 10 


х- 2)2+1 


2 f 3(tan 0 + 2)-2 
B tan? 0 +1 


sec?0 40 = 3ftan8 de + 4/40 





= 3In|sec0| + 40 + C 
=3 In | yx -4x +5] + 4tanU(x—2)+ C 


2. [-===: 5—4x—x? = 5— (x? +4х+4)+4 =9- (x + 2)2 








Ее 
sil (1-2) = 9sen?^0Ox--2-2 3sen0 > dx= 3со50 ад 
X 
(3sen 0— 2) 3 cos Ө d0 
[ ] ү5- x = x? 
pM = -3с050- 20+ C =—vV5— x —x^— 
2 sen (522) + C 
3. ¡=== : 28— 12x — x? = 28 — (x? + 12x + 36) +36 = 64 — (x +6)? 
ilr (x -6)? = 64sen? Эх +6 = 8sen0 > ах = 8cos 0 d0 
X 
8 Е 8 cos 0 40 - 8cos 0 de = 
Х+6 la- 64 ѕеп2 Ө Га sen? 0 J ao 
[| 
= 0+ C =sen-1 (£25) + C 
428 — 12x — x? 9 
4. | Em х? – 2х = (х2 – 2х +1) –1 = (х-1)2-1 
=== (x-1)= иә ах = du 
(х= 1) (х = 1)2-1' 
2 du -1 -1 
= f =seclu+ C = sec'1(x—1)+ C 





uv u?-1 
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EE 18200022 LG х2%2ах- (х? + 2ах + а?) a = (x*a)-a 
= [—— 5 (x+a)= u dx= du 
(х+а)\/(х+а)? - a? 
du 1 = u X+a 
m rn CUORE (2) 5-7. '( )* : 
Inx dx ү яр = H 
er od аше 
= pm 1-4u-u? = 1 - (u? +4и+4) +4 -5- (u + 2)? 
"usan I (и+2)? = 5 ѕеп2 9 Эи +2 = 5 send > du = 
45 cos 0 40 
У5 UEZ = ¡ra Ж Г. баб = 2 de 


45 (1- sen? Ө) 


-1-2 = —V5cos0 - 204 C 


-V1-4u- u? -2sen? (72) +С 


Inx+ 2 
= —41-4Inx- In?x — 2sen i (27) c 
45 


х 
т. [|]: и = ех du =е*ах 
` 4 (е2х + Вех + 7)3/2 7 


= т тое u? + 8и +7 = (u? + 8и +16) – 9 = (u + 4)? — 











а 
= J == (и +4)? = 9 ѕес2 0—u + 4 = 3sec0 > du = 3sec tan Ө 10 
U+4 m 3secOtan Ө 40 E 3secOtanOdO _ 1 y sec8 
3 т TENE E 3] 27 tan3 Ө = 27 20240 
н = 2 qo = 1 o =: f Ө cto0 de 
Ju? + 8u + 7 B sen? Ө 9” senO sen 79 ада 
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1 1 и +4 
= — -csc +C = — == + C 
9 9 Ju? + 8u+7 


ex + 4 


1 
Е, 
9 Уе2х + 8ex + 7 


5.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 








X^— 6X +13 2 2 2 
IK жетек gom E 
2. === 4х +13+x= 2]+ € 


3. | Vx! 2х3 dx = 973 _ 2 mlx- 14 Vx? - 2x- 3| С 


du u-2 
4. aia? ma + С 
dx X 
5 Ганы = [даны + С 
х2 ах _ 3 у йн (x-1)V2x — х2 
6. Í = узел (х 1) === + С 
dt ёо 
Т. Їл сар ste 10+ 1) + С 
ах _ 2/11 —1 (6х-1 
8. 1 E ^ 11 san (2) + С 
9. = dn|2Ve*-e +1+ 2% +1|+ С 
cos 0 de УЗ _1 {зеп 0-3 
то ^ 3 ып ( УЗ ) + C 
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CAPITULO 6: INTEGRACIÓN POR 
DESCOMPOSICION EN 
FRACCIONES SIMPLES. 


6.1 INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES SIMPLES. 


La expresión:F(x) — en la cual f(x)y g(x) son polinomios recibe el nombre de 


fracción racional. Si el grado de f(x) es menor que el grado de g(x); F(x)recibe 
el nombre de fracción propia, caso contrario recibe el nombre de fracción 


impropia. 


Toda fracción racional impropia mediante la división de los polinomios se puede 


expresar como la suma de un polinomio y una fracción propia. 
f(x) fx) 


Sea:F(x) = 400 Una fracción impropia; por lo tanto: " a) + 


ЦЭ) 
80) 


f(x) | 600 
r(x) | а(х) 


Donde: 
q(x): Cociente división. 
r(x): Residuo división. 


Toda fracción racional propia puede expresarse como la suma de varias 
fracciones simples cuyos denominadores sean de la forma (ax+b)" y 
(ах? + bx + c)? donde n es un número entero positivo. Dependiendo de la 
estructura de los factores del denominador se pueden presentar las siguientes 


combinaciones: 
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a) 


b) 


c) 


d) 


Factores lineales diferentes: 
El denominador de la fracción contiene factores lineales de la forma ax + b 
; por lo tanto a cada factor le corresponde una fracción de la forma: 


A 


ET donde A es una constante a determinar. 





Factores lineales mültiples: 
El denominador de la fracción contiene factores lineales de la forma 
(ax + b)? esta fracción es equivalente а la suma de n fracciones de la 











forma: 
PŒ) А Tn NR NEA il 
(ax-b)' ax+b (ах+Ь)2 (ax4b)" 
Siendo A, B, .... Е constantes a determinar. 


Factores cuadráticos diferentes: 

El denominador de la fracción contiene factores cuadráticos de la forma 
ах? + bx + c ; por lo tanto a cada factor le corresponde una fracción de la 
forma: 


AX+B 
ax?4 bx +c 


donde A y B son constantes a determinar. 


Factores cuadráticos múltiples: 
El denominador de la fracción contiene factores lineales de la forma(ax? + 


bx + c)" esta fracción es equivalente a la suma de n fracciones de la forma: 


P(x) _ _ Ах%В Cx+D a ЕХ+С 
(ax?-bx-c)" ax2+bx+c (ах2+ bx +с)2 (ах2+ bx +c)” 
Siendo А, B, C, D, .... F y G constantes a determinar. 


37|Página 


Cálculo Integral Ing. Juan Carlos Moya H MSc. 


6.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


¡a J- —— =+ 
(х+6)(х+1)°  (x46)G1) хаб хі 
1-2 А(х+1)+В(х+6): Six=-1:1=5B > B = 1/5 


Suae dodi ais ops 














J dx =f dx J| dx ет +1 Ч +6 + С 
х2+7х +6 5]х+1 5 ы” gum 
zi х-1 
= з +С 
ү же тш ии ши Ан 
"lío" 4 (x43)(x-3) (х+3)(х-3) x43 x-3 


1- А(х– 3) +В(х+3): 8х-3:1-68 >B= 1/6 
біх--3:1--6А > A= -1/6 


dx 1 dx 1 dx 1 1 
| = | угээ mal ¿mb ес 
X 6 6 








2-9 6J]x-3 6Jx+3 
= im + 
6 X +3 
х2-3х-1 А Са) 





3. [dx a dan (Ear) х—1 
x? —3x — 1 = А(х + 2)(x — 1) + Bx(x — 1) + Cx(x + 2) 
біх-0:-1--2А > А = 1/2 
Six = -2:9- 6B > B = 3/2 
Si x21:-32 36 >С--1 


[Sar ЕҢ ах ¡ES 
ха 2x ^— 2 x 2J x+ 2 x— 1 
= ;1п|х| +5 In|x + 2| — Inix — 1| +C = 


1/2 3/2 
CO“ +2) +С 
х—1 





In 
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xdx 


x . 
. Jo ыла аг s y 





2o d. г: 
Т Тт 


хах ах ах 
CE E = :| 5 =2y 


= In|lx- 2| - — +С 





x^ x^ р 
5. Lu dx er 1-У-1-х- y 


ME AAA YESA NA A sys 























Из т y? yk qoc. yA уз 
22 En 4+у = : E 4 А 4+1 
TAS 67 7” (эх): (Lax) dex г 
| 12 [ха 3 [+6 | =. af 2 | = 
(к= стр P 1— x (1-5) JO- x} 
x? 4 1 
=- 7 3x —61n|1—x| + ток OU + C 
dx dx I 1 _ A Bx+C 
6. J E ee (x-1)G24-x41) x-1 x24x41 
1-2 A(x? + x +1) + (Вх + O(x- 1) 
Ях=1:1 = ЗА ЭА = 1/3 
Si x20:12 А-СэС= А-1 > C = -2/3 
біх-2:1- 7А+2В+С > p= = > В = —1/3 
ах 1 ах 1 х+2 1 1 х+2 
loo ix что у а т 


x +2 
| ze х?+х+1= (х2--х--1/4)--3/4 = (x 1/2? + 3⁄4 
х2+ х +1 
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= [ari s dX (x + 1/2) = 3/4tan? 0x 1/2 = 43/2 tan 0 


ах = У3/2 sec? Ө 10 


lx? - x1 E А: 40 


x + 1/2 3/A(tan? 0 +1) 


= 25 f /3/2 tano de + v3 f de 
43/2 : 


= In|sec0| + УЗӨ+ C 





= In | Vx? +х+ 1| + УЗ tan? Сор С 





ах 1 1 УЗ 2x+1 
E нм — 2 =. 25 -1 
= 3 nlx 1| = x +x +1] а tan ( ds )+с 




















1 (х-1)2 Үз 24 (2х+1 
--іп - tan! ( )+ C 
6 х2+х+1 3 ҮЗ 
J I хї-х2-х-3 _ Ах +В Сх+р 
(х2 + 1)(х2+3) ^"  (xX241)x243) х241 х2+3 


х + х2 + х +3 


(Ax + B)(x? + 3) + (Cx + р) (х? + 1) 
x? + x? + x + 3 = Ax? + ЗАх + Bx? + ЗВ + CX? + Cx + Dx? + D 
x? + x? + x + 3 = (А + С)х? + (В + р)х? + (ЗА + Ox + (3B + D) 


A+C=1 B+D=1 Resolviendo los 2 sistemas de ecuaciones: 
ЗА-С-1 3B+D=3 A=0;B=1;C=1yD=0 








xi х2+х +3 2 dx x ах _ -1 1 2 
Е ах = Jj fiut tan! (x) + zInIx? + 3| + C 


8 [ ах : 1 _ Ax *B Cx+D 
(х2+2х+2)(х2+2х+5)° (х2+2х+2)(х2+2х+5) х2+2х+2 х242х-5 


1 = (Ax +В)(х? + 2x +5) + (Сх+ D(x?+2x + 2) 
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1 = Ах? + 2Ax? + +5Ax + Bx? + 2Bx + 5B + Сх? + 2Cx? + 2Cx + 
Dx? + 2Dx + 2D 


1= (A + CO)? + (2A + B + 2C + D)x? + (5A + 2B + 2C + 2D)x + (5B + 2D) 


A+C=0 Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
2A+B+2C+D=0 A= С= 0 

5А + 2B + 2С + 2р = 0 В = 1/3 

58 +2р = 1 р = —1/3 


| dx Е J| dx J| dx 
(х2+ 2х + 2)(х2 + 2х +5) 3/х2+ 2х +2 3Jx2+ 2х +5 





-——— 24+42x+2= (х®+2х+1)+1 = (х+1)?+1 
х2+2х+2` à 5 d 7 наг 

dx А 2 B 
lu (x + 1) = u> dx = du 

Аа 14-1 z -1 
lo =tanlu+ C = tan !(x*1)4 C 

dx 7 = 2 z 2 
jl e x2+2x+5= (х2 +2х+1) +4 = (x+1)*+4 
Í——— (x+D?= 4tanà029x41-22tan0 > ах = 2 ѕес? 0 40 
(K+ 1) +4 


2040 
үх2-2х- жәе j 8 -1/40-120-С 


4 (tan? 0 +1) 





ш 1 
2 Чанг 
5 tan ( 5 )* C 
| dx e E "x4 1) 5 с 
GP 2X + GERE R5) 3 5 oV po NVa 
9 | х2-4 . 2x3+x2+4 _ Ax +В Cx+D 
¿Gra E 75242 2a (X144) 


2x? + x? +4 = (Ах + B)(x 2 +4) + (Cx + D) 


2х3 + х2--4 Ax? + 4Ах + Bx? + 4B + Cx + D 


2х3 + x2+4 


Ax? + Вх? + (4A + С)х + (4B + D) 
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A=2 4A+4C=0 

B=1 4B+D=4 

2x? + х2--4 : - [Za 5 
(x? + 4)? = х2 + 4 5 





2х dx dx 
ub ты 7 


= In|xX? + 4| + tan”! (E) + 


x*- 2x? 3x2— x 43 
x3-2x?43x 


10. f dx 


x*— 2x? + 3х2- x + 3 


—x* 4- 2x? — 3x? 


Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
А-2;В-1С--8 у D= 0 


x dx 
(x? + 402 


[ 2x dx 
(х2 + 4)? 





+C 


х2 +4 


Dividiendo los términos de la fracción: 


х3-2х2-3х 








=x +3 
а : - [( Р 
x? — 2х2 + 3x сэн Ы 
3—x x Bx + C 
x? — 2x2? +3x x x2—2x+3 


3—x = A(x? — 2x +3) + (Bx + Ox 


3—x = Ax? — 2Ах + ЗА + Bx? + Cx 
3-х = (А+ B)x? + (С – 2А)х + ЗА 
ЗА = З 
А = 1 


[— 2х3 + 3х2- x + 3 
x? —2x? +Зх 


A+B=0 
С-2А--і1 


-іх2 In 
2 





2 
ших! — LIn|x 
2 2 


Х 


3—x 


— — | d 
— = s) 2 


Resolviendo el sistema de ecuaciones: 


А=1; В= -1; С=1 


х-1 


ах = е | |= 


2—2x +3|+C 





x 
= +C 
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6.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


1. /2 ax = 


x2+x 


(x41)? 
p. pe 








(x )1/2 (x = 21/6 
(х + 1)2/3 


2. [52 =n 


= x2- 2х 









































4. k dx = In|x — 2|° — —=- 2-1 С 
d D us т 
| — = + С 
z. = m E pas 
8. | dx = Stan! 6) + tL +С 


3 2_ 
9. (жасата dis x? — Зх + In|x? + 5x— 8| + C 


x?-5x-8 


x*+3x3— 5x?— Ax + 17 
X34 x2- 5х + 3 


2 
10. f dx = 2х + 5 – — —Inx- 1| - nx £ 3| 4 C 
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CAPITULO 7: INTEGRACIÓN DE 
FUNCIONES RACIONALES EN Sen 
X y Cos X. 





7.4 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES EN Sen X y Cos X. 


Los ejercicios de integración de la forma | R (sen x; cos x) dx pueden simplificarse 


2dz 
1+z2 





mediante la sustitución: z = tan (5) > х = 2tan lz © ах = 


Al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación obtenemos: 22 = tan? (5) 


ЗЕ 
Sustituyendo trigonométricamente la función tangente: 22 = sen? 





1/2(1-cosx) | 


Reemplazando las funciones trigonométricas del ángulo mitad: z? — = 
1/2(1+c0sx) 


1-cosx 


1+ cosx 


2 











à z А А 1- 
Despejando el valor del cos x en términos de z se obtiene: cosx = "m ü 
1+ 72 Con el triángulo se establece la relación entre las variables Ху 2 
22 27 22 
senx = 2 tanx - 2 
tz 1-z 


1—7? 


Luego de realizar este cambio de variables la integral se convierte en una fracción 


racional de la forma.F(z) — 25 en la cualf(z)y g(x) son funciones polinómicas. 
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7.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


dx 2dz 
: = 2tan!z > dx E 
J. 1-7 


242 

| d4z2 ë Ї dz Ш f dz 

24 ЕРТЕН Е 22524102 (x 1/2)? + 3/4 
1-7 


(z - 1/2? = 3/4 tan? 0Sz + 1/2 = /3/2 tan Ө 











dz = v3/2 sec? 0 40 


z2 + z+ V3/2sec20d0 _ 2/3 23 
zi қалайыншы 
2У3 
ta 
3 


dium p 6 








dx 2dz 
: = 2tan-1z © dx = 
Ј5 + совх 1+72 


2dz 
2 Ї 14-22 E 2f dz E f dz 
"ELT. 4*2 z? 2242 
1-22 


22 = 2tam20- ;, = /2 tan Ө 











dz = У2 sec? 0 40 


— J _ v2 Ш vZ 
24: — | U E ы 


a (EA) +С 
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Cálculo Integral 



































3. EE x = 21007720 dx = 22. 
2— cosx 1-7 
1+ 2 1-22 242 2(1-22)йг 
22 = [= 2 Ї (1422) 2 2| (1- 22) dz 
т 21-22 ` 24 222-1422 ` (1+ z2)(1 + 322) 
1-22 1-22 
1—7? 1-z? _ Ас4В | Cz4D 
(1+ 72)(1%322) 1872 1+322 
1-72 = (Az + В)(1 + 322) + (Cz + D)(1 + z 2) 
1-72 = Az + 3А73 + B+ 3Bz2 + Cz + Cz? + D + Dz 
1-72 = (ЗА + Oz? + (3B + D)z? + (A + C)z + (B + D) 
ЗА+С = 0 3B+D=1 Resolviendo los 2 sistemas de ecuaciones: 
А-С-0 B+D=1 A= 0; B= -1; С= 0 ур= 2 
2 (1 — z?) dz 
(1 + z?)( + 372) 
=2[( 2 1 a -4[ dz 2| 47 Е 
ü 1-32 1472/)^ `“ J] 1+ 322 1+ Z — 
_ 4 J/3dz 2 dz 2 4 —1 2 -1 
Зэ эг s = ¿tan (УЗ tanz) — Шап 12 +С 
== tan ! (V3tan(x/2)) — 2 tan! (tan(x/2)) + С 
4 Е 
== tan 1(У3 tan(x/2)) - x +C 
4. === x = 2tan!z > ах = 22. 
1 + sen x + cosx 1+2 
1-22 2 ші _ 227, 2 2 42 
22 т I ае Sa т | 
1+7 1+2 1+2 
1-2 m = - 
= re = ]n|1 + z| + C=In]1 + tan(x/2)| + C 
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En determinados ejercicios resulta más sencilla la resolución si primeramente se 


realizan las identidades trigonométricas, para posteriormente integrar; por ejemplo: 


senxcosx dx (sen x cosx )(14 cos x)dx cosx (1+ cos x)dx 
5. Гаетхеовийх _ рбвеахсовх ах совхдйх р совх(13 совхдйх, 


1-С05Х 1- cos? x senx 


( соѕх + cos? x) dx (1— sen? x) 
= | —— = |ctgxdx + | —————— dx 
sen x sen x 
= In|sen x| + | cscx dx — f sen x dx 
- In|sen x| + In|cscx —ctg x| + cosx - C 


-In| sen x (csc x — ctg x)| + cosx + C 


=ш| 1 — cos | + cos x +С 


sen x dx 
f и = cosx— du = —sen x dx 


cosx( 1 + cos? x) ` 





и (1+ и2)° u(1+u2) u 1+u2 





E [ du _ 1 A Ви+С 


1= A(1+ и?) + (Bu + С)и 
1 = A+ Аи? + Ви? + Cu 


1 = (А + В)и? + Си + A 








eO reis =0 Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
| zd A=1 А-1,8--10(-0 
mes usque д 2|_ 
[куста 1+ u2 SE u | In|u| + C 
= |һ yit ш + C 
u 
sen x dx V1 + cos?x 
ин 
cosx( 1 + cos? x) COS X 
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7.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 


























1 3tan(x/2) +1 
huj ост senx x tan(x/2) + 3 | цаг 
2. Jj mE: = x(tanx — sec x) + In|cosx| + In|secx + tanx| + C 
senx dx 2 
3. Ja 1+senx  tan( x/2)+1 C 
2/3, 4 (УЗ 
4. [ross == tan (E tan(x/2)) + C 
eos = tan”? (44/2 529) + С 
5+4 cos x 3 3 
бі СЕБЕР 130085 C Sugerencia sustituir cos x = u 
1+ cosx COS X 
7. a = — 2ctgu — 3cscu + C 
2 VZ+ tan(x/2) - 1 
8. ГЕ sen X + cosx =vV21n V1+2tan(x/2) - tan?(x/2) 
tan(x/2) 
ies 1+senx—cosx | IZ TX 
— dx _ 12 5 _ 2 
о + = > [In|3 tan(x/2) + 2| + In|2tan(x/2) — 3| — In|sec“(x/2)|] + C 
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CAPITULO 8: INTEGRACIÓN DE 
EXPRESIONES . IRRACIONALES 
MEDIANTE DIVERSOS CAMBIOS 
DE VARIABLES. 





8.1 INTEGRACIÓN DE EXPRESIONES IRRACIONALES MEDIANTE 
DIVERSOS CAMBIOS DE VARIABLES. 


Cuando una integral contenga expresiones con radicales, se deberá racionalizar al 
mismo mediante un cambio de variables que permita eliminar de manera simultánea 


a todas las expresiones irracionales. 
8.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


ДЭ 2 _ quo а _ 2 _ 
1. f соо Їнэ т: ХЕЗ = > dx = 20 du 


-2| 2 -0211--3240 212 


== + 





еа = 
2. fi хеч dx = 2u du 


udu 1 1 
= 2f1 =2$(1-]) du -2/аа-2) - du 





= 2u- 2ln|1+uļ+C = 2Vx-2In]1 + ух | + C 


з. = :x=u2—dx = 2u du 


14 x 





u?du _ 1 


1 
= 2H =2S(1-55) du -2[du-2flL; du 


1+ u2 








= 2u-2tan1tu+C = 2/x-2tan !/x« C 
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4. | — : x = u? Эах = Зи? du 
xc 


3 (¡4% 3 3f 








= 3lnlu—- 1| + C 








u3— u2 
= 3In|Vx- 1| + C 
dx : _ 4 DEN TE. 
5. J == x : x+ 2 =u“ 2dx = 4u°du 
udu _ u?du 
= aa е 4f(u- jc) du 


= 4 f udu — 4 f du 4 f c du = 202 —4u + 4 In]1 + u| + C 
= 2Vx+2-4Vx+2+4In]1 + Vx +2] + C 


6. | xóV1-x?dx = )х3У1- хзх?ах = 1 — x? = и? —3x?dx = 2u du 


= -£ Ja u du = fame du 


2 2 2 2 2 
SEP д 20:19 Шен Кане — 322 
= wa +] ма 50 gu + C ЕЧ Gu 5) + C 
2 
ЇЕ 1 — хзах = SRA C 


7. f[cosyxdx = x= t?>dx = 2tdt 
-2 | costar > u =t dv = cost dt 


du = dt v = sent 


2ftcost dt = 2tsent — 2 fsentdt= 2tsent + 2cost + C 


| cosas = 2vxsenvx + 2соѕ үх + С 


8. [е/хах = х= 2 ах = 2tdt 
=2 | сеа > u = Е dv = е! dt 


du = йр = et 
2ftetdt = 2tet —2fetdt- 2te* + 2е + C= 2e'(t-1) + C 


а = 2e (Vx + 1) +С 
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En determinados ejercicios resulta más sencillo realizar la racionalización de la 


expresión irracional, para posteriormente integrar; por ejemplo: 


Ух+а + Vx +D реа 


X 
9. Ге рв mm Б = p 9 











х+ Б 





х + а 











S + а)3/2 + 7) (x + b) +С 


== 


= le + dD + (z + b)3⁄2]+ C 


8.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Comprobar las siguientes integrales 








dx 1 УХ + 
am = ine 





2. [265 = 2/2 -6In|3 + /x «2| + C 


1+ Узх +2 4 
3. ех = х + 5 [V3x + 2 — ш]1 + V3x + 2] + C 


dx = 2244 4 
4. ima" 2У5%1 4Vx+1+4In]1 + Vx +1| + C 


5. fsenyxdx = – 2 үхсоѕ үх + 25епух + С 


=== == [Gx + 3)3/2 — (2х — 3)3/?] + С 
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CAPITULO 9: PROBLEMAS 
MISCELANEOS DE 
INTEGRACION. 


91 PROBLEMAS MISCELÁNEOS DE INTEGRACIÓN. 


En el presente capítulo se presentan diversos métodos de integración las cuales se 
aplica de manera específica según el tipo de expresión que contenga la integral 
propuesta. 


9.1.1 Ejercicios Resueltos. 


Resolver las siguientes integrales: 


2 
1. ¡EL dx, u=1+Inx >du= © 


1 1 
= | uè du = ч т С = за +шх)* + С 





arc sen x 
2. SF и = arc sen x > аи = 





Уз = х2 
1, 1 : 
= | udu = su + C = 2 (arc sen x) + C 


3. ¡ax t=Inx> dt = 2 


x 
= [meat эи =1пї; dv = dt 


dt 
du = — 


‚р = ї 
t 


= [meat E tint — f at = tlnt—- t+C = t(Int- 1)+ C 


-Inx(In|Inx| - 1) + C 
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1 1 + eX — ех 1+e* 
4. Ra = SH dk = f — dx - f 


1 + ex 1+ех 


ах 


1+ ех 


ех 
= | ax- | = x — In|1 + e*| + C 


3-x 3 x 1/3 1 -2х 
5. |---- dx = | == dx - | ==dx= 3 | == dx + =| == dx 
lo / 55-58 le rana al 9 — x? 
= 386ёп7Ч(х/3)-49 — x? + C 
6 | 1 m 22 + cos? x dx = sen? x dx | cos? x dx 
sen? x cos? x =: sen? x cos? х 774 sen? x cos? x sen?x cos?x | 





dx dx 
= + | —— = | sec? хах + | csc?xdx = 
cos? x sen? x 


= tanx — ctgx + C 


3x x 
е?* — e du 
7. f dx:e*=u > х= һи >dx= — 
e2X +1 u 


JE -Ї 2u Ja 
^ Ju2?+1u Ju2+1 "A 12-1 А 
20 
= | au- [HG qu = u- Zeta 
02 +1 
= e*— 2tan*(e) + C 














dx dx . 1 _A B 
8. Ju = B la 3)  eX(eX-3) eX + ех-3 
1- А(ех – 3) + B(e*) 
1 = Ae* — ЗА + Be* 


1= (А+ В)ех – ЗА 





г +B=0 Resolviendo el sistema de ecuaciones: 
-ЗА-1 А-- 1/3; В-1/3 
ах 1 ах 1 гах 1 e*dx 1 
[orta 0798534] E Sha 
е2х — Зех 3J] &-3 3Je* 3Je*(e*—3) 3 
e*dx o x xu AES 1 du _ A B 
Ja есте ° 3=u—edx = dui» xm tee 


1 = A(u+ 3) + Bu 
Siu=0: 12 ЗА >А- 1/3 
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HRS Ub Md MEA 
du 1 du 1 
jm x = к=к e = >InJu] — ши + 3| +C 
pon — 3|- - ше” + C 
3 3 


dx 1» П es 
| aum gne = 3|- ç ше + 7e +С 





9 
1 1, ]Je&-3 
nih Нэт ех |+c 





9. fe*tan !(e) dx >u —tan !(e*) dv = e *dx 








d e* dx E 
u =— s= 

ex + 1 

tan” (er — _ ө“Хїраү-1(АХ ах 

[e tan 1(e9 dx = — e Жап (е) f — 

Ç 2 040 
I | е?* = fan^ge*- tan 0 —e*xdx = sec? 040 ах = зо 

sec? 0 10 de 
aora due 7 195008 


үе2-1 
ех 
C 


1 = Inle*| - In (ед + 1] + c= х уе + 1| + c 
f etante dx =-—e”*tan !(e*) +x — In |e? + 1| +C 





= Injsen8|+C= In 


2 2 
10. + sect oae , u = tan 0 du = sec? 0d0 


1+ tan? 0 
(2 + u2) du (2 + u?) du 2 + u2 A 
ВЕ /(а+ })(а?—и+1) (ба+1)(и?—и+1) и+1 
Bu + С 


Teuti 
2 +02 = A(u?— и +1) + (Bu + C)(u + 1) 
Siu=-1:3 = ЗА >A= 1 
Siu=0 :2 = A+C>C=2-A> С = 1 


Siu=-2 :6= лл Bud 


253288 раа с-ш f 


13-1 u?-u-c — u+1 
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| LA : (u — 1/2)? = ба? 0 > u — 1/2 = % tan O > du = УЗ sec? ө de 
тээ 
= 28 tap ==) + C 
вы = ju + 1| + 2 as E >) + C 
аа NE Ld ES A = |n|tan0O +1| + P ат m >) C 


9.1.2 Ejercicios Propuestos. 
Comprobar las siguientes integrales 


1. ах = Inx|- Z+ c 





2. [| = ши + C 


хіпх 





з. [EE = -xfet-2m|1- /e*|+ С 
4. f Уех—Тах = 2Ve — 1 - 2tan !(Vex —1) 4 C 
5. у 28079 dx = cos (1/x)+ C 
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CAPITULO 10: APLICACIONES DE 
LA INTEGRAL INDEFINIDA. 





10.1 APLICACIONES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA. 


El gran aporte de NEWTON y LEIBNITZ por el cual se le considera como los 
inventores el cálculo infinitesimal, fue la relación entre este principio con el problema 


de la recta tangente a una curva. 


Dentro de las principales aplicaciones de la integral indefinida se pueden citar las 


siguientes: 


> бі conocemos la pendiente de la recta tangente a una curva т = dy/dx = f'(x) 
en un punto Р(х,у); mediante la integración se puede determinar una familia de 
curvas у = f(x) +C . Para hallar una solución en particular será necesario 
evaluar la constante C a partir de las condiciones iníciales de cada ejercicio. 

» Cuando se tiene la ecuación de aceleración en función del tiempo a — d? s/dt? — 
f' (t)empleando el proceso de doble integración se puede determinar las 
ecuaciones de la velocidad y posición en función del tiempo. La expresión s — 
f (t)se conoce como la Ley del movimiento. 

> Conocida la cantidad inicial de una sustancia y su rapidez de variación se puede 
llegar a determinar la cantidad de la sustancia que se encuentra presente en 
cualquier instante de tiempo. 

> Conocido el costo marginal de la elaboración de un producto se puede determinar 
el costo total y el costo promedio. 
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10.1.1 Ejercicios Resueltos. 


1. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en cualquiera de sus 
puntos sea igual a 2 veces el valor de la abscisa en dicho punto. Determinar la 


ecuación de la curva de esta familia que pasa por el punto P(1 , 1). 


dy 
т = —=2х > Яу = 2xdx 


у=2 | хах > у= х? +C 


Р(1,1) э 12 14C 5C 
=0 


yc 











2. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en cualquiera de sus 
puntos sea m — 2y/x. Determinar la ecuación de la curva de esta familia que 
pasa por el punto P(2,8) 


dy 2у dy  2dx 


dx x y x 
dy dx 
2=2 |= —Iny=2Inx +In C 
y x 


In y = In|Cx2| > y = Cx? 


Р(2,8) > 8= 4С > C=2 > у= 2x2 





3. Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(2 ,6)en el que 


su pendiente es igual a 10 y que en cualquier punto de la misma se verifica que 
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y" =2 Determinar la ecuación de la curva de esta familia que pasa por el punto 


P(1,1) 


ағу dy 
az 72 > чу = | zax 


d 
= 2х +61 э 10 = 4+С1 ә С1 = 6 





Ty +6 > y= |(2x+6)d 
dx X y Ге )dx 


у = x? + 6x4 C2 > P(2,6) 
6= 2 + 6(2) + C2 > 
C2 = —10 


у = х? + бх — 10 





4. Una partícula con movimiento rectilíneo parte del origen de coordenadas, en el 
instante cuando t = 0 con una velocidad inicial V, 2 4 m/seg y su aceleración 
а = 1/vt m/seg?. Hallar la ecuación de posición en función del tiempos = f (t) y 
el desplazamiento de la partícula desde t = 0 seg hasta t = 4 seg. 
ds 1 ds dt 
7-8 к>: ЖАЫ dt ІЗ VET 


t=0: vy 24 m/seg > 4-2У0--С1-» (1-4 











v = 2/ +4 
ds 443/2 
у= = 2\ +4 > s=2 | (угаа) 4с- + 4t + C2 
4(0)3/2 
t=0: = От > 0 = 3 + 4(0) + С2 ә (2-0 
= 4t 
S 3 T 


Para t = 0 > So- 0m ; para t = 4 > 54-56 /3 т > As = S4 — So = 56/3 m. 
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5. Se lanza verticalmente hacia arriba una partícula desde un punto situado a una 
altura de 40m sobre el suelo con una velocidad inicial И = 
30m/seg. Hallar: a) La velocidad de la partícula cuando está a una altura 
de80 m. b)El tiempo que toma en alcanzar la altura máxima у su valor. c)La 
velocidad de la partícula al llegar al suelo. Adóptese д = 10 m/seg?. 


= > 10 2С Е 10 dt = —10t + C1 


= 0: уо = 30 m/seg > 30 = —10(0) + C1 > С1 = 30 


у = –10#+ 30 


аһ 
v=- = 106430 > h = |C-10 r + 30) dt = —5t2 + 30t + C2 


t=0: sy = 40m > 40 = —5(0)? + 30(0) +C2 > C2 = 40 
В = —5t“ + 30t + 40 
а) 80 = —5t2+30t+40 > 512 – 302+ 40 = 0 > t2—6t+8=0 
(t—-4)(t-2)20 > t = 2seg y t; = 4seg 
Parat =2 > v, = –10 (2) +30 >v, = 10 m/seg. (la partícula sube) 
Parat =4 > v, = —10(4) + 30 5v, --10 m/seg. (la partícula baja) 
b v = —10t+30 > -10:--30-0- t=3s5seg 
Parat 23 > h; = —5(3)? + 30(3) + 405 h4 = 85 т (altura máxima) 
Parat =4 > v, = —10(4) + 30 > v, --10 m/seg. (la partícula baja) 


с) 0 = —5t? +30t +40 > 52 —30t 402025 t?-6t-8=0 


6+./36 + 4(8) 


Е = Е. > t, = 7,12 seg y t; = -1,12 seg 


Para t = 7.12 > у; = —10 (7,12) +30 эу 
= — 41,2 m/seg. (velocidad de impacto) 
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6. La ley de crecimiento de cierta bacteria viene dada por dN /dt = 0,25 N. Sabiendo 
que inicialmente N = 200. Hallar el valor de N en el instante t = 8. 


A уд SS usd 
а 025н э gatza [2055] 


N 
> lnnN-1nC2025t > In¿=0,25t 


= e025t _, N = Ce925t 


a oz 


Рагаї = 0: № = 200 > 200 = Се025 00) -, C = 200 
N = 200e?25t 


Parat 28: Ng = 20060250) - М, = 1477,81 


7. Sila función de ingreso marginal para un determinado producto es: 


dr 
dq 
ingreso, q = unidades. 


r= f(q)> dr= f'(q)dq 


Condición inicial( Si q = o el valor der = 0 


= 2000 — 204 — 3q? ; encuentre la función de la demanda de dicho producto г = 


г = f(q): Función del ingreso total. 


P — g(q):Función de la demanda. 
r= P(q) 

J dr = | eooo — 20q — 3q?)dq 

г = 20004 — 10q° — q? + C 
0-0-0-0-С 

С-0 


г = 20004 — 104? – 9° 
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P=- 
q 


жс 20004 - 1042-43 
4 


P = 20004 — 10q — q? 


8. En la manufactura de un producto, los costos fijos por semana son de 4000 USD. 


Si la función del costo marginal está dada por E = 0.000001(0.00242- 254) + 


0.2; donde c: costo total en dólares, q: cantidad de libras. Encuentre el costo de 


pro0.000001(0.002q? — 259) + 0.2ducir 10000 libras en una semana. 


c= f(q) > dc = f'(q)dq 


| dc = 1000000100024 — 25q) + 0.2144 


c — 0.000001 | 694 — 25q)dq + 0.2 J dq 


0.00292 2542 


3 2 








c= 0.000001 ( J +0.2q + k 


Siq=0> c= 4000 > 
4000 =0+0+0+k 
k = 4000 


0.00292 254? 
2 








с = 0.000001 | J + 0.2q + 4000 


Siq = 10000 > c= 5416,67 USD 
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10.1.2 Ejercicios Propuestos. 


Resolver los siguientes problemas 


. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en cualquiera de sus 
puntos sea m = 1/x?. Determinar la ecuación de la curva de esta familia que pasa 
por el punto P(1, 2). 


Solución: ху = Сх – 1 ;ху = Зх — 1 


. Hallar la ecuación de la familia de curvas cuya pendiente en cualquiera de sus 
puntos sea т = xy/(1 + х2). Determinar la ecuación de la curva de esta familia 
que pasa por el punto P(3 , 5). 

Solución: y? = С(1 + x?) ;2y? = 5(1 + x?) 


. Hallar la ecuación de una curva sabiendo que pasa por el punto P(1, 0) en el cual 
su pendiente т = 4 y que en cualquiera de sus puntos verifica que y" = бх — 8 


Solución: y = x? — 4х? + 9x — 6 


. Hallar la ecuación de la familia de curvas ortogonales a la familia de parábolas y — 
2х+С 


Solución: y = Ke 


. Una partícula con movimiento rectilíneo parte del origen de coordenadas, en el 
instante cuando t = 0 con una velocidad inicial V, = —3 m/seg y su aceleración 
а = 12t? + 6t m/seg? a. Hallar la ecuación de posición en función del tiempo $ = 
f (t) y el desplazamiento ае la partícula desde t = 0 seg hasta t = 5 seg 


Solución: S = t^ + t? — 3t ¡As = 735 т 


. Desde un globo en reposo situado a una altura de hy = 3.000 m sobre la superficie 


se lanza un objeto con una velocidad inicial Vj 2 — 15 m/seg. Hallar: a) La posición 
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del objeto 20 seg después de iniciado el descenso. b)La velocidad del objeto en 
dicho instante. 
Solución: Luego de 20 seg el objeto está a 700 m de altura y tiene una velocidad 
о = 215 m/seg 


9. El incremento en función del tiempo de determinada magnitud "p" es proporcional 
a dicha magnitud. Sabiendo que en el instante inicial ty = 0, ро = 25 y que en el 
instante t 2 6, pg — 675 Hallar el valor de "p"en el instante t — 2. 


Solución: Ley de transformación: P = 25e955* En el instante t 2 2, p; = 75 


10. La velocidad con que una sustancia se transforma en otra es proporcional al 
residuo de la misma. Si se conoce que inicialmente la cantidad de sustancia es 
igual a 0, = 50mg y que luego de 3 seg La cantidad de la sustancia es de 0; 
25 mg. Hallar el tiempo que debe transcurrir para que la cantidad de sustancia 
sobrante sea igual a 1/10 de la cantidad inicial. 


Solución: Ley de transformación: 50 — Q = 50e7 023 tTiempot = 10 seg 


100 


1-10” 


11.  Lafunción del costo marginal para un producto viene dada por: e = 10-—=; 


c:costo en dólares 


е Se conoce que al producir 100 unidades el costo 


Donde | 


promedio es de 50 USD por unidad. Determinar el costo para producir 1000 


unidades c = 2; с: costo promedio. 
Solución: с = 10 — mm + ‚с = 13778,28 USD 
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CAPITULO 
DEFINIDA. 


11.1 INTEGRAL DEFINIDA. 


INTEGRAL 


Sea f(x) una función continua en el intervalo [a,b] y G(x) es su función primitiva, 


entonces Ј foo dx — G(b) — G(a): Regla de Barrow 


Demostración: 


ly 





Por lo tanto: F(x) = С(х) + k 





Е(х) = f? Қо) dx es la función 
área bajo la curva. 


F'(x) 2 f(x) por el teorema 
fundamental del cálculo. 


С'(х) = Кх)рог la hipótesis 
inicial. 


Las dos funciones tienen la 
misma derivada, se diferencian 
únicamente en la constante. 


En la igualdad anterior hacemosx = a. Como F(a) = Г f(x) dx = 0 queda: 


G(a) + k= 0 > G(a) = — k finalmente F(x) = G(x) — G(a) y si en esta última ecuación 


x=b 


Obtenemos: E f(x) dx = G(b) — G(a) 
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11.2 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA. 
Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo [a, b] se verifica que: 
1. Қо dx = 0 
b a 
2. | Кх) dx = — f f(x) dx 
3. f° C f(x) ах = cf? f(x) dx; siendo C una constante. 
b b b 
4. |, (fGO + 600) ах = f, f(x)dx + f р(х) dx 


5. (“од ах + f? х) dx = | Қо) dx; cuandoa < c < b 


11.2.1 Ejercicios Resueltos. 


Aplicar la Regla de Barrow para calcular el valor de las siguientes integrales: 


4dx 4 
1. j -2|vx|, -2(2-1)-2 


2. fA —x2) зах >и=1-х? du = —2xdx > - = xdx 


біз 1 > u= 0 ; Six=2 > u= -3 
pu Lo Тэ" 9 
7224 4 


0 


2 


z 1 ма saa- 
ui a 2 











3 d 
3. |. > и=1+х >du = dx 


Six=0 > u= 1; бх=3әи=4 


4 
- J u-1⁄2qu = 2|u[; 222-0 = 2 
1 


4. f Ма? — х2 ах > : х? =а75еп? Эх —asen0 Э ах = acos 040 


9 = sen ! 55іх= 0 > 0-0: Six=a > 0-2 
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1/2 п/2 а2 п/2 
=a: | ү1 — ѕеп20соѕ 0d0 = а? | cos? 040 — >| (1 + cos 20)40 
0 0 0 








а? sen20| 7? а? 1 
= — EA A KT CDL NE 0 CA 
2 жа EE: (5 ps гийн 
4х I dx I 1 __А, B 
5. -1 2 9 rcx 9 ` d] m (x-3)(x-3) x43 T x-3 





12 А(х-3)%В(х43): Six=3:1=6B > B= 1/ 
Six=-3:1=-64 > A= -1/6 


| dx J| dx J| dx in E 
— y — “ks — Z — 
x?— 9 6] х-3 6)х-3 6 
Г dx =p 1 
2-9 6 


- (2 тете 
мал 5 а 
6. Јах dx > u = nx dv — dx 


dx 
du =— ъ= х 
X 


о 


х- 3 
+ 3 








|+c 











e e 
| шх dx = [x Inx]f -| dx = [x Inx — x] 
1 1 


-(еіпе-ж|-П1һ1-1|- 1 


1-5 


2 


9 = sen! ŽSix=2 > 0-7; Six=4>80=% 
4 6 2 


ах > : х2 = 16ѕеп2 Ө Эх = Аѕепы > 4х-4сов040 





ад 





п/2 41 — sen?0cos Ө 7/2 cos? Ө 7/? (1 — sen? 6) 
J ----------40 4| ад af — 


sen 0 т/в Sen 0 т/6 sen 0 


т/6 


п/2 T/2 
= 4| csc 0 de — af sen 0 аб = 4 [In|csc 0 — сер 0% + 4 [cos a 
T/6 т/6 


= 4[In|csc r/2 — сірт/2|- 1п|с<ст/6 — сірт/6||-- 4[cos п/2 — cos m/6] 
= 4[In|1 — 0| — In|2 - V3|] + 4[0 — /3/2] = – 41n|2 — V3| - 2/3 
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sl m mG o) 
540 (2- x)vx? — 4х +3 (2-7 x)vx? – 4x +3 


dx . Ш Ш Е 
бек G-2)= u>dx= du 


(ы. -1 е = ГИ 

= 6f —= =—6seclu+ C = -6sec!(x-2)4 C 
2-2 6dx 

| — M —U e À—M— I 

0 (2— x)vx? — 4х + 3 


= —6|[sec 1 (—V2) -sec^! (-2)] 


--6( т) => 
= 1" 37) = п 


2 
T (2x+7)dx E f (2x+7)dx = f (2x+2)dx f dx . 
0 x?- 2x +5 x?t2x +5 %x2+2x+5 х2+2х +5 ` 


x? + 2х + 5 = (х2 + 2x +1) +4 = (х+1)2 + 4 


2x + 7)dx dx 
[= -]n|x? + 2 sies] 
Pan 5 (х+1)2+ 4 
| (1-1) = 4tan?0>x+1=2tan0 > ах = 2sec? Ө 40 





E f ѕес20 de 
7 2 


201 21 -1 
- = = de = tan 04 C 


4x? -2x +5 


Х+1 4 2 
= -tan 1 (=) + C 
2 2 


x+1 


= | йел Lln? + 2x + 5| + stan (725) + 9 


2 
х2+ 2х +5 


х2 + 2х +5 ` 





_ [ (2х + 7) ах | : : 


j NET Lg ” 
In|x^ + 2x + 5| + «tan ( )| 
0 


= In|8| + Ftan”1(1) —In|5| — tan" (5) = 1,27438 

















п/4 dx dx 2 242 
10. [T — > — % :x = 2tan1z > dx = 
0 1-5ѕепх + cosx 1— sen х + cosx 1+22 
242 242 
dU —— L o = p 
2Z z 1--22 1-22 ^ J 1%22-2241-22 ` 2(1-2) 
1-22 1-22 1-22 
2 а? 
1-2 - 152 = —1п|1— z| + C 2-In|1 — tan( x/2)| + C 
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a 


T/4 d T 
| 1— Te cosx = [-m[ - tan (51 


— 0,534800 
11.2.2 Ejercicios Propuestos. 


Evaluar las siguientes integrales: 


1. fj dx =Z + In /2 


1 + x2 


2. Г dx x п 


x[1 + (Inx)2] 4 


3 J: tt _з3 
` J0 (1+t2)3 16 


4. Г. 3у4/4 — у? ау = -8 


| = In|v2 — 1| 


6. Г? xe dx = > (е2 + 1) 


0 5-4с089 9 





7. 1292 de T 


8. jue Eos = In /3 


0 1-2sent 


= -n |1 — гап (=) 
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CAPITULO 12: CÁLCULO ОЕ 
AREAS PLANAS MEDIANTE LA 
INTEGRACIÓN. 





12.1 CÁLCULO DE ÁREAS PLANAS MEDIANTE LA INTEGRACIÓN. 
Sea la funciónf (x)una función continua NO NEGATIVA en el intervalo [a, b]; entonces 
E f(x) ах = área bajo la curva Demostración: 
dA = f(x)dx Elemento diferencial de área 
А; = f(x) Ax : Área del elemento representativo 


A = lim Xi, fŒ) Ах: Área de la región bajo la 


Curva. 





lim Ур, х) Ах = ЇЇ dA: Por el teorema fundamental del cálculo integral. 
n-oo 


n 
b 
A = lim 2 f(x) Ax > A= J у(х) dx : Área de la región bajo la curva. 
noo 
1-1 a 
Con ligeras modificaciones podemos extender el proceso para determinar el área 
de una región comprendida entre dos curvas. 


Sean f(x) y g(x) funciones continuas NO NEGATIVAS en el intervalo [a,b]; 


entonces el área de la región limitada por las gráficas de f(x), g(x) y las rectas 


verticales x = a y x = b viene dada por: A = fef oo — g(x)] dx. 
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Demostración: dA = [f(x) — g(x)]dx Elemento diferencial de 


7 
ы y, = fx) área 


А; = [f (x) — g(x)] Ax :Áreadel elemento 


representativo. 


n 


= lim УБ 1709-4001 Ax: Área de la región. 





lim УР РО) — 2001 Ax = f; dA: Por el 


teorema fundamental del cálculo integral. 


A= lim yi lf00—g9600]14Ax> A= ғо — g(x)] ах: Área de la región. 


12.1.1 Ejercicios Resueltos. 
Hallar el valor del área de las regiones que se indican a continuación: 


1. La región limitada por la parábola y 2 9—x? y el Eje x 


һ--В/2А = 0 k= f(h) 29 V(1,0) 
| y-025029-x?2x,--3x,23 


3 iss 
4-2| G x9 ax -2|ж- | 
0 3 0 


А= 2[27 — 9] = 36и? 
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2. La región limitada por la parábola y 2 6x — x? y el Eje x 
422 һ--В/2А = 3 К= f(h) 29 V(3,9) 


y=0>0=6x-x?>x,=0x,=6 


6 1 ə]Š 
A= 1, (6x—x?)dx = [3х2 — zx 


0 


А = [108 — 72] = 36u? 





3. La región limitada por la función у = ѕепх ; у el Eje х, si xe[0,2m] 


у = sen x: Es una función impar, por lo tanto: 


f; senx dx=0 > A=2 | senx dx 


A = —2[cos х]; = —2[со$(п) — cos(0)] 


А=-2[-1-1] = 4и? 





4. La región limitada por la parábola у = 9х —x? y la recta у = х 
y V(9/2,81/4) һ--В/2А 29/2 k= f(h) = 
у = 9х — x2 81/4 V(9/2 ,81/4) 


y=0>0=9x-x? эх = 0 х = 9 
Resolviendo el sistema de | х-0-у-0 
ых = 8 > у= 8 


А= у, ах > А = f [(9x — x?) – x] dx 





a-[: Эр! | = (256 e 256 , 
= |4x 3* Ма 3 3 Y 
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5. La región limitada por la parábola y = х? — 4x *3 y la parábola y = — x? + 2x + 
3 


у, (1,4) у=-х? +2х+3 > h=1; k= 42 И! (1,4) 





уз-х 42543 у= x?—4xt3 > h=2; k= -12 V,(2,-1) 
Resolviendo el sistema de EN x=0>y=3 
Six=3>y=0 
А = Гу, dx = [¿[Ex?+2x +3) - (x? — 4х + 
“y = х2 – 4х + 3 3)] dx 
3 2 2 3 213 
V, (2,1) A= f C 2x“ + 6x) dx = -іх + 3x | 


А = (—-18 +27) = 9и? 


6. La región limitada por la parábola y? = 4x y la recta y = 2х – 4 
y? = 4х > = 0; к= 0 V(0,0) 


Six=1> у= -2 


Resolviendo el sistema de UTI. х=4 э у= 4 


A = ff x, dy >А = f* [E 2)-£] dy 
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Cálculo Integral 


7. La región limitada por la elipse x?/a? + y?/b? = 1 


y a2b2 — b2x2 
x2/a2 +y2/b2 = 1 > у? = = х 
pe L equite y x) yt 
a? a 






NGO д = 4 22-12 ах э А = 42 fr Va? — x? dx 
x 
x? = asen? 0 > x=asen0 > ах = acos 0d0 


9 = sen! Six=0 > 0= 0 ; Six=a > 0-22 








b п/2 T/2 
А = 42| \/а2(1 — ѕеп20)соѕ 040 = sab | cos? 0d0 = 
0 0 
ыг sen 201772 T 
A- 2ab | (1 + cos 28)d0 = 2ab ө = = 2аЬ (5 = 0) = nab u? 
0 0 


8. La región limitada por la función y = x? — 3х? + Зх у larecta у = х 
у = х? — 3х2 +3х5і x=0 > у= 0; Six=1 > y=1 





51х=2 > у= 2; 5 х= 3 > у= 9 
y = х3 — 3x? + Зх 
Resolviendo el sistema de UT Six=1 > y=1 


Six=2>y=2 


A=25, y. dx > A = 2f [G? — 3x? + Зх) — x] dx 
1 


1 1 1 
1143 2|] =>9(2_ 23. 25332 
А-2| Х ex 2 (3 1+1) 29 
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9. La región limitada por la hipérbola xy 2 1 y la cuerda de la misma que tiene por 


extremos los puntos de abscisas x = 1 y x=4 


E -1 1- 1/4 3/4 1 
Ecuación dela cuerda: %— = EL E жш 
x-1 1-4 -3 4 


qom y =-x/4+5/4 4у-4=-х+1 > x+4y=5=0>y=-142 






Resolviendo el sistema de m біх-1-у-1 


Р,(4,1/4) Six=4 > у= 1/4 


A= f“ y, dx > А- f; [(-2-59-1 dx 


A 2 ш] = ( аР t. о) = (2 та) 
8х 4х TEM n 8 4 = 8 n u 


10. — Зе desea dividir en dos secciones iguales a la región limitada por la parábola 
y=x? y la recta у = 1 ; mediante una recta paralela al eje X que pase por la 
ordenada y = a. Hallar el valor de a 


A=2f, y. dx > А= 2 f,(1—x?)dx 


Resolviendo el sistema de _ Si x= Va әу=а 


———2 = 
Jy = x анг Six=-—va >y=a 


Уа 
A, = 2 (^ (a — x ?)dx- 2 [ax — £x? = <a 
0 





me A 2 4 2 1 
Por condición queremos: A, = 4; = = = си? > —а3/2 = s a= з= ~ 0,63 и 
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12.1.2 Ejercicios Propuestos. 
Hallar el valor del área de las regiones que se indican a continuación: 


1. La región limitada por la parábola y = x? — бху el Eje x. Solución: А = 32/3 и? 

2. La región limitada por la función у = 3(x? — х) y el Eje x. Solución: A = 3/2 u? 

3. La región limitada por la circunferencia x? + y? = r? . Solución: A = пг?и? 

4. La región limitada por la función y = x? —x y el Eje x, si xe[0,2] Solución: A = 
5/2 u? 

5. La región limitada рог la parábola у = –х? -4х-4 y la recta у-2х- 
7 Solución: A = 32/3 u? 

6. [а región limitada por la función y=tanx ; y el Eje X, si 
x € [0,1/4] Solución: A = In V2 u? 

7. La región limitada por la parábola у? = 2x y la recta x — y = 4 Solución: A = 18 v? 

8. La región limitada рог la parábola x 23—y? y Іа recta х-у-1-0 
Solución: А = 9/2 02 

9. La región limitada por la parábola y = х2-5 у la parábola у = 5-х? 
Solución: A = = V5u? 

10. La región limitada por la parábola y 24— x? y la parábola у = 8 – 
2x? Solución: A = 32/3w? 

11. La región limitada por la parábola y = x? — 8x + З y la parábola y = — х? + 8x — 
3 Solución: А = 512/3 u? 

12. La región limitada por la recta х = 0; la parábola y = 4 — x? y la parábola y = 
x? | Solución: А = = 212 

13. La región limitada por la función y = x? — 2х2 +x— 1 y la parábola y = — x? + 
Зх — 1 Solución: А = 37/12 u? 

14. La región limitada por la función у = ѕепх y la función у = cosx, si 


x € [n/4,5n/4] Solución: А = 2V2 u? 
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CALCULO 13: CÁLCULO DE 
VOLÚMENES DE SÓLIDOS DE 
REVOLUCIÓN. 





13.1 CÁLCULO DE VOLÚMENES DE SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN 


Un sólido de revolución está generado por la rotación de un área plana alrededor de 
una recta del plano o eje de revolución. 





ÁREA PLANA GENERATIZ SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


El volumen de un sólido de revolución se puede hallar mediante los siguientes 


procedimientos: 


13.2 Método del disco (Eje de rotación forma parte del área plana). 


Sea f(x) una función continua NO NEGATIVA en el intervalo [a, b] 


> Se representa а la sección del área plana generatriz del sólido y se dibuja una 


faja diferencial representativa que sea perpendicular al eje de rotación. 
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» Sedetermina el volumen del disco que se forma al girar el rectángulo genérico 
sobre el eje de rotación. dV = m f (x)?dx 


» Se aplica la regla de Barrow para determinar el volumen del sólido V — 


n f^ f? dx 


13.2.1 Ejercicios Resueltos. 


Hallar el valor del volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la región 
plana sobre el correspondiente eje indicado: 


1. La región limitada por la parábola y = Vx, si xe [0,4]; Eje x 
ext 2 _ [12] 
P (4,2) У-т/( х) ах =л[;х |, 


ү-2116-0|- 8л из 
2 
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2. La región limitada por la parábola y 2 2x? , sixe[0,5]; Eje x 


4 1 s] 

V = 2 232 d = 4 lx? 
п |, (2x?)? dx л | х |, 
V == [3125 — 0] = 2500z u? 





х? + у? =г2 > у2 = r2—x2 э у= үү? – x2 

V = 271 fo (vr? - xi) dx = 271 pa — x?)dx 
x31 r? 

V = 21 [rx E], = 2л |е - 5 


2r3 4 
V = 2п Ë = ¿nr? u? 





4. La región limitada por la parábola y = 4x — x?, sixe [0,4]; Eje x 
y ES һ--В/2А =2 k= f(l =4 (2,4) 


у-0-0-4х-х2 Ə xi =0х, = 4 
4 4 

v=n| (4x — x?)? dx =r | (16x? — 8x? + х“) dx 
0 0 


4 
У-л Бі — 2x* + 2 х5 = Tt = и 
3 8716 3 5 


512 
y = пиз 
15 





13.3 Método de la arandela (Eje de rotación no forma parte del área plana). 


Sea f(x) una función continua NO NEGATIVA en el intervalo [a, b] 
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» Serepresenta a la sección del área plana generatriz del sólido y se dibuja una 


faja diferencial representativa que sea perpendicular al eje de rotación. 





» Se determina el volumen de la arandela que se forma al girar el rectángulo 
genérico sobre el eje de rotación. dV = т [ g(x)? — f (x)2]dx 
> Se aplica la regla de Barrow para determinar el volumen del sólido mediante la 


expresión: 


b 
V-m | | 8002 — годах 


а 


13.3.1 Ejercicios Resueltos 


Hallar el valor del volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la región 


plana sobre el correspondiente eje indicado: 


1. La región limitada por la parábola y = 4x —x? у larecta y = х. Eje X 


V(2,4) 


һ--В/2А -2 k= f(hR) = 4 V(2,4) 

y=0>0=4x-x? эх = 0 х = 4 

Resolviendo el sistema de ecuaciones:( Si х= 0 > у= 0 
laca y=3 


V = п [ (у) ах > У=п f, Ix — x?)? — x?] dx 
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3 
үгт IES — 8x? + 15x?] dx = m [Ex - 2x 454 | 
0 
108 


V= Е 162 + 135) = 3 
2" 35 ийн: 


2. La región limitada por la parábola y = Vx y larecta y = х. Eje X 
Resolviemdo el sistema de ни Six=0>y=0 
біх-1-у-1 


ү- л f) ах > V =m | Ом) - x?| dx 





1 
Ves fj [x = х2] dx = |; -ix| 


0 
үл E )= š š; 
xi а/- ¿Tu 


3. La región limitada por la parábola y = 4—x? y la parábola у = x? Eje X 


y=4-x2>h=0; К = 4 э ү, (0,4) 
у = х2 э h20; К = 0 >, (0,0) 


Resolviendo el sistema de ecuaciones:( Si x = V2 > у=2 
Six = — V2 > у= 2 


V = n fl (,) dx =m а 2)? — (x2)2] dx 





уз P" 
у-т) Q6- 8x) dx = [16x97 
0 0 


16/2 32/2 
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4. La región limitada por la hipérbola xy = 1 y la parábola y = vx ; siendo x e = 
[1, 4]; Eje x 


- | Р2(4,2) Resolviendo el sistema de ecuaciones: Six=1 > у= 1 


y = л |. (уу) dx =]; (6%)! Е (1⁄2 | dx 





B y =r fi (x- 5) ax т + 


РЕ 10908. == 3 
-л| 4 2 = MR 


13.4 Método del anillo (Eje de rotación no forma parte del área plana). 


Sea f(x) una función continua NO NEGATIVA en el intervalo [a, b] 


» Serepresenta a la sección del área plana generatriz del sólido y se dibuja una 
faja diferencial representativa que sea paralela al eje de rotación. 





» Sedetermina el volumen del anillo cilíndrico que se forma al girar el rectángulo 
genérico sobre el eje de rotación. dV = 2m x f(x)dx 
> Se aplica la regla de Barrow para determinar el volumen del sólido mediante la 


expresión: 
b 
v-z x f(x) dx 
a 
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13.4.1 Ejercicios Resueltos. 


Hallar el valor del volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la región 


plana sobre el correspondiente eje indicado: 

1. La región limitada por la parábola y = Vx, si xe [0,4]; Eje y 

V =2л Ї xy dx = 2r f; «(Ух) dx 
2 S ЛЭЭ 25/21! 

V = 2r J. х? dx 2n [Ex |, 


V= =п (45/2 — 0) = Dau 





k=-B/24 21 h= f(k) -1V(1,1) 
x=0>0=2y-y? >y,=0 y,=2 


2 2 
V = 2л | yx dy = 2z f, yy — у?) dy 


v = 2л |у? -Ly*] = zn [$ 4|- mul 





Resolviendo el sistema de NE Six=2>y=4 


біх--2-у-4 

ү- 2n |, 2xr dy — An |, Jy(y + 1)dy 
4 

5 0 


V -4п 1: (у ky) dy -4п Ё y la + ву 





64 >] _ 48 , 


2 
v = 4n [5 (429 +h] = тат pS 
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4. La región limitada por la parábola y = x?y la parábola y = 4x — x?; Eje: x = 5 


у = 4х —-х? 9h22; k= 4->/,(2,4) 
у= x?>h=0; k= 0 >И, (0,0) 


Resolviendo el sistema de ecuaciones: f x=0>y=0 
51х=2 ә у= 4 
V = 2л f; Ry, dx = 2л [° (5 — x)[( 4x — x?) — (х2)] dx 


V = ?2л ГС — x)(4x — 2x?) dx =4п fc 10x — 7x? + 
x?) dx 





Ç 56 | 


7 1 
2 3 4| — 
V = 4r [5x 3* «ael = 4n |20 3 +4 


0 


у-4л(2) = = ли? 


3 


13.4.2 Ejercicios Propuestos. 


Hallar el valor del volumen generado por la rotación del área plana indicada alrededor 
del eje señalado; aplique el método que sea más apropiado. 
1. La región limitada por la parábola y = x? si x e [0,2], la recta y = 0; Eje x. 
Solución: V = 327/5 и? 
2. La región limitada por la parábola y = x? si x e [0,2], la recta y = 0; Eje y. 
Solución: V = 8ти? 
3. La región limitada por la parábola у = 2x? si x e [0,5], la recta y = 0; Eje x. 
Solución: V = 2500 ти? 
4. La región limitada por la parábola y = 2x? si x e [0,5], la recta y = 0 ; Eje y. 
Solución: V = 625 пи? 
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5. La región limitada por la parábola y = x? + 1 si xe [0,1], la recta y = 0 ; Eje 
y. 
Solución: V = 31/24? 


6. La región limitada por la parábola y = x? y la parábola у = 4x — x? ;Eje: 
y-6 


Solución: V = 6411 /3 и? 

7. La región limitada por la curva y = x? six e [0,2], la recta y = 8 ; Eje у 
Solución: V = 961 /5 и? 

8. La región limitada por la curva y = x? six e [0,2], la recta y 20; Eje у = 8 
Solución: V = 3201/7? 

9. La región limitada por la circunferencia x? + y? = 4; Eje: x = 3 
Solución: V = 24n?w? 


10.La región limitada por la circunferencia x? + y? = 25 y la recta y = 3; Eje: 
X 


Solución: V = 2567/3 и? 
11.La región limitada por la curva y = — si xe [-5,-—2], la recta y = 0; Eje x. 


Solución: V = 12 пи? 


12.La región limitada por la curva y = — si x e [0,3], la recta у-0; Eje x 
Ух+1 


Solución: V = т1п4иЗ 


x? 
a? 


1, . : y2 : . 
13.La región limitada por la elipse — + == 1 sia > b, Eje x. 


Solución: V = 4rab? /3 и? 


2 2 
У = 1 sia>b, Eje: y =b 


14.La región limitada por la elipse Ja. 
Solución: V = 21?ab?w? 


15.Emplear el método del disco para comprobar que el volumen de un cono 
circular recto de radio R y de altura H viene dado por la expresión. V = 
nR?H/3u? 
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CAPITULO 14: VOLUMENES DE 
SOLIDOS DE SECCION 
CONOCIDA. 





14.4 VOLÜMENES DE SÓLIDOS DE SECCIÓN CONOCIDA. 


En este capítulo estudiaremos como se calcula el volumen de ciertos cuerpos 
geométricos cuando se conoce el área de las bases de los cilindros parciales en que 


se subdivide al sólido. 





Al emplear el método del disco en el cálculo del volumen de un sólido de revolución 
generado por la rotación alrededor del eje X de un área plana limitada por la curva 


y-f(x)sixe [a,b], la recta y = 0 viene dado por la expresión: У = m f(x? dx. 


El Integrando mf (x)?se puede interpretar como el área de la sección determinada 
por un plano perpendicular al eje X situado a una distancia x del origen de 
coordenadas. 


Podemos generalizar este método a sólidos de cualquier forma, siempre que se 
conozca la fórmula del área de las secciones transversales sean  triángulos, 


cuadrados, rectángulos, semicírculos y trapecios. 
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Considerando que el sólido tiene como propiedad que su sección transversal será 
perpendicular al eje, equivale a decir que en cada corte que se realice conocemos el 
área de la sección correspondiente. 


Para determinar el volumen de un sólido mediante este método se procede como se 


indica a continuación: 


» Se representa a la sección generatriz del sólido incluyendo a un eje 
perpendicular a las secciones de área conocida. 

» Se elige una sección representativa perpendicular al eje y se determina su 
área. A(x) a partir de su posición del eje. 

» Se aplica la regla de Barrow para determinar el volumen del sólido V — 


J^ AQ) dx 


14.1.1 Ejercicios Resueltos. 
Hallar el valor del volumen de los siguientes sólidos indicados a continuación: 


1. El sólido de base circular de 3 unidades de radio, sabiendo que toda sección plana 
perpendicular a un diámetro dado es un triángulo equilátero. 





А(у) = 43x! = ү3(9 –у?); V = / AG) dy > V = 2⁄3 (9 — y?) dy 


3 
y- 2/3 oy E ҮГ = 243(27 - 9) = 3643u? 
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2. El sólido cuya base es el área limitada por las rectas f (х) 21— x/2, g (x) = 


— 1+ x/2y x = 0, sabiendo que toda sección plana perpendicular al eje X es un 


triángulo equilátero. 





Base triangular en el plano XY 


Dimensión de la Base: y, = (1 - 5) - (-1 + 3 =2-х 


Уз Уз УЗ [2 
Ах) = My? = (2-9; V = ах > V = 12 Q х)? dx 


у р жи. 


4 3 3 


3. Demostrar que el volumen de una pirámide de base cuadrada de lado B y de altura 


H viene dado por la expresión: V — zB?H 





Corte lateral en el pano XY 





ЭР . š H- B 
Por triángulos semejantes se tiene: E = — > x= H-y 


87|Página 


Cálculo Integral Ing. Juan Carlos Moya H MSc. 


Ay) = (2х)? = Bü - ys; V= ffA) de > yv =E (Н—у)?4ду 





14.1.2 Ejercicios Propuestos. 
Hallar el valor del volumen de los siguientes sólidos indicados a continuación: 


1. El sólido de base circular de 4 unidades de radio, sabiendo que toda sección plana 
perpendicular al eje X es un cuadrado. Solución: V = 128/3 и? 

2. El sólido de base circular de 4 unidades de radio, sabiendo que toda sección plana 
perpendicular al eje X es un semicírculo. Solución: V = 161/31? 

3. El sólido cuya base es el área limitada por la parábola y? = 12x y su ordenada 
correspondiente al punto x = 3, sabiendo que toda sección plana perpendicular al 
eje X de la parábola es un cuadrado. Solución: V - 2161? 


4. Un cono circular recto de radio В y de altura Н. Solución: V= TR?H/3 и? 
2 2 
5. Un cono cuya base es el área limitada por la elipse = + >; = 1 sia > b y de altura 
a b 


H. Solución: V=rabH/3u* 
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CAPITULO 15: LONGITUD DE UN 
ARCO DE CURVA. 





15.1 LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA. 


La longitud de arco de una curva, conocida tambien como el proceso de Rectificación 
de una curva, es igual a la longitud de su trayectoria o dimensión lineal. 


La longitud de un arco de curva se puede aproximar al sumar pequeños segmentos 
de recta que se ajusten a la curva, esta aproximación será más precisa entre más 


segmentos sean y estos tiendan a ser lo más pequeño posible. 





Sea f (x) una función continua en el intervalo [а,Ь] 


» Se representa el arco de curva; se determina el elemento diferencial 


representativo. 
Cuando Ах + 0 > la cuerda P, P; = al arco P.P, > As = { (Ах)? + (Ay)? 


Cuando Ax = 0 > la cuerda РР, = al arco P,P) > As = 65 
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b 
Por lo tanto Ax = 0 > 65 = Jóx? + бу? > 5= | óx? + ду? ót 


а 


iE b . z А 
> La expresión 5 = Í. үх? + бу? ôt se emplea si la ecuación de la curva está 


dada en forma paramétrica de tal manera que: х = f (t)y : y= g (t) 


> Sila ecuación de la curva está dada en la forma explicita y = f (x)la longitud 
de un arco de curva se obtendrá al aplicar la fórmula S — Ë 1+I[f'001? ôx 


> En ocasiones será conveniente expresar la ecuación de la curva en la forma 


explícita x = f (y)para simplificar la integración; en cuyo caso la longitud de un 


arco de curva se obtendrá al aplicar la fórmula $ = | 1+|/f'(y)]2 бу 


15.1.1. Ejercicios Resueltos. 


Hallar el valor de la longitud del arco de curva indicado: 
1. Demostrar que la longitud de una circunferencia es igual a 2лт 
х? +y? =r? > x-rcosÜ; y=rsen0 
dx = —rsen0d0; ау = т соѕ0 d0 
п/2 
5 = 4| r?(sen?0 + cos?0) 40 
0 


S = 4r (7? 


2 
и” dà 2 410107 





5 = 4r [5] = 2лги 
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2. La curva y = In(cosx); six є [0, 7/4] 


/(х) = т(соз$х) > f'(x)- E > /'(х) = —tanx 


[f'GO]? = tan?x; 45 = У1 + ап? х dx = secx dx 





S= Т ѕесх dx 





S = [In|sec x + tan x|]7/* 
y = In(cos x) 


5 = (2 +1) — In(1) = 0,8814 и 


fG) = > Га) = s 


РОЈ? = 570; dse Jie feci ax 


3 
MERA dq o EJ 


9 9 
[ГОР = 24У; ds = НТ 


“| 9 8 ә 3⁄2 g б 
s=| i+ yad = 57 (1+5) = — [10/10 —1] = 9,0734 
| TUUS Ua | 27! | Ч 





4. La curva y = 2x? + 2)3/2; six є [0, 3] 


Р,(3; 12,16) i 
f(x) = ;G 42 > f'(x) = x(x? + 2)1⁄2 


[GO]? = х2(х2 + 2); ds = Jl+ (х + 2х2) dx 


ds = Ух“ + 2х2 + 1 dx = J (x? + 1)?dx = 
(x? + 1) ах 
3 


3 1 
sel raso Ех pais y 
0 0 





91|Página 


Cálculo Integral Ing. Juan Carlos Moya H MSc. 





La curvax = et cost; у = e* sent; sit e[0, 4] 


011121 | 4. 


1,47 | -3,07 | -19,88 | -35,69 
0 |2,29 6,72 | 2,83 -41,32 








dx = e'(cost —sent) dt ; dy =e'(sent + cost)dt 


ds = y е2: (соѕ t — sent)? + (sent + cost)?] dt 





ds = ей V2dt> S= VZ f° et dt = V2[e*]¿ P, (35,69 ; 41,32) 


S = J2[e* — 1] = 75,80u 


La hipocicloide х = асоѕ? ё; у = asen?t; sit є [0, 211] 


[t| 0 z/2 m |Эл/2| 2m | 


xl а 0 —а 0 а 
y|0|a 0 —a 0 








dx = —3acos?^tsent dt ; dy —3asen?tcostdt 


ds = 49a? [cost t sen? t + sen* t cos? t] dt 





ds = 3a sent cost соѕ2 Е + sen?t dt —3asentcostdt 
71/2 


1/2 1 
8-4| 3asentcostdtdt — 12a [; sen? 1 = ба(1-0) = баи 
0 0 
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5. Un cable eléctrico cuelga de dos torres distanciadas 200 m. entre sí y su punto más 





bajo quedo elevado 150 m. sobre el piso. Hallar la longitud del cable. 


f(x): Catenaria > f(x) = a (cosh >) 


f(x) = 150 (cosh =) > f'(x) = senh 2 


150 


! 2 2 , = 2.* 
[f'G)]^ = senh m ds — [1 + senh T dx 
ds = |cosh2? ах = cosh — ах 

4 150 150 


100 
«00m >. 100m > S= E cosh Ls ах - 2 | 150 senh —| 
0 


2 
S = 300 (senh cis senh 0) = 215,15 m. 


15.1.2 Ejercicios Propuestos 


Hallar la longitud de los arcos de curva indicados: 


-— 


D a ® cm om 


10. 


La curva y = Vx? si xe [0,4]. Solución: 5 = 9,0734 и 

La curva y = Vx? + 1si xe [0,8]. Solución: S = 9,0734 и 

La curva ay? = x?sixe[0,5a]. Solución: S = 335 а /27 и 

La curva y = ехѕіх є [0,1]. Solución: 5 = 2.003u 

La curva y = lnx; si x e [V3, V8]. Solución: S =1+ InV/3 —In/2u ж 1,2027 и. 
La curva y = In(cosx);si хє(л/6, п/4]. Solución: $ = 1п(1 + /2)/V3u = 
0,5089 u. 

La curva у= 1— In(cosx); si xe[0, 1/4]. Solución: S = In[tan(37/8)]u = 
3,8841 u. 

La curva бху = xí + 3 si xe [1,2]. Solución: S = 17/12u 

La curva х = 5cos t — cos 5t; y = 5sent — sen5t;sit e[0, 2л]. Solución: 5 = 
40u 

La curvax = а(Е- sent); y=a(1-cost); si te[0, 2л]. Solución: S = 
32па? /3 и 
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CAPITULO 16: 
IMPROPIAS. 


INTEGRALES 


16.1 INTEGRALES IMPROPIA DE PRIMERA ESPECIE. 


Una integral definida se encuentra establecida si f(x) es una función continua en el 
intervalo [a, b]. 


Cuando el intervalo de integración es infinito, ya se de la forma[a, oo[;]—oo, b] o 


]— со, oo[dan lugar a una Integral Impropia de Primera Especie, que en cada uno de 
los casos quedan definidas por: 


> еро) ах = lim [7 f GO dx 
> Р,Ғодах 


lim 1, f G) dx 


> f. Ро) dx — Lim f, foo dx + lim | f (x) dx 


El valor de la integral impropia correspondiente es convergente si el límite existe y es 
finito; caso contrario se dice que el valor de la integral es divergente. 


16.1.1 Ejercicios Resueltos 


Calcular el valor de las siguientes integrales: 


1. IN ex dy = 


Н b -x 22 4 —p-x]b 
npe es аш: 


lim —[eb -e?] == (1-0) 21 


2. | d/2)dx = 


| b E mE (1/21? 
= mara Ims], 
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ханы b = = == 
= lim zc 2 c fA] ui 175 аа ау 
. 0 dx _ Š 
= f (4—x)2 = lim le (4-х)2 B um со "ze 
201 Е == E |= G 0) = ; 
Fasa Ааа 4 4%) M 4 


00 d. 00 Е 
4. в = [f^ ——dx- lim f- еи lim 1, — dx 


оо e2X4 1 а--оо 





= lim [tan”* e*]9 + lim[tan” а 


а>-с boo 


lim [tan 1 (1) — tan 1(e?)] + Шт[сап (e^) — tan! (1)] 


а--оо 
TU 
-Ё- 4-1 
5. Hallar el valor del área de la región limitada por la curva y = 4xe * y el Eje x 
o _ ECT ME 
А = 4 f, хе * dx = 4 lim J, xe x dx 
Resolviendo por partes la integral f xe”* dx 
f xe™ dx =-e*x+1) +С 
A= 4 lim[-e"*(x + 1)]5 


A= 4 lim[-e""(b + 1)+ e9(0 + 1)] 





A = 4(0 + 1) = 412 


16.2 INTEGRALES IMPROPIA DE SEGUNDA ESPECIE 


Otro tipo de integrales impropias se presenta cuando el integrando tiene una 
discontinuidad infinita en un límite de integración o en algün punto del intervalo de 
integración[a, b]. Está situación da lugar a las Integrales Impropias de Segunda 


Especie; para definirlas, se diferencian los siguientes casos: 


» f(x)es continua en ]a, b]: EI f(x)dx = lim, Г feo dx 
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> f(x) es continua en [a, b| : J fOe) dx = lim Г ғо ах 


> f(x) es discontinua en x = c; siendo сє [a,b]la integral f? feo dx se define 
.rb _ 1: с . b 
рог:/ f(x) dx = lim ( fŒ) ах + lim ] РО) ах 


El valor de Іа integral impropia correspondiente es convergente si el límite existe y es 


finito; caso contrario se dice que el valor de la integral es divergente 


16.2.1 Ejercicios Resueltos. 


Calcular el valor de las siguientes integrales: 


1. f Inx dx = lim, f, Inx dx — Lim [x In x — х]0 
lim [(11n1 - 1) — (ата-а)] = [0-1- 0+0] = -1 
a 


1 b 2-4 fX b 
2 j ат m f == ын [sin 42! 
lim [sin (5) — sin-1(0)| = [sin 1(1) — 0] = 2 
m f°- ax = -2 lim [V4 - x], 


4 dx 
3. hz: um 0 /4-х | 
= -2 lim [V4 -b-44—0|2-2(00-2)-4 


4. J = = lim m f; - == Lim [In|x — 2113 
- im ilb — 2| — Inj0 — 21] 
INTEGRAL DIVERGENTE (Carece de sentido) 


— —oo — ]n2: 


m = Lm [fem] 


2 b>1 


Е: hya s 
“нд NOVO «10-0 i 


1 dx z a dx 1 dx 
6. Так = ptm 


a 1 


| -1 . 
= lim = + lim = - 
a20-13x'l-1 р-о0%13х71р 
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| 1 
= lim Is 4 z| + lim [+ 
a0- 13a3 b>0+ L 3 3b3 


= -ез ў |-=+ сор œ - o: INTEGRAL DIVERGENTE (Carece de 
sentido) 


5. Hallar el valor del área de la región limitada por la curva y — Si хє[0, 4]y el 


: 1 
Eje == 
= 25 сүйх = lim Ja = ах 


Чи ^ = dipl 
A=2 lim|v4 = va] 


a0 





P,(4,1/2) 
A = 2 lim[2 - va] = 2(2- 0) = 412 


a0 


16.2.2 Ejercicios Propuestos. 


Evaluar las siguientes integrales: 


[° ex dx = 1 
1d 

fé 

[o= dx = 1 


1 x2 


fe 1 


1 x? 


E dx =1 


0 (1-х)2 


f, x dx 


1 EE 


je cosx dx = 2 
0 URS —senx 


o = (Carece de sentido) 





= |02 





о m ч OÓ @ > © N = 


10.Hallar el valor del área limitada por la curva y? = 





y sus asíntotas. 


= х2 


Solución: А = 4v? 
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